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Theoretische Chemie im Masterstudiengang

Modul MNF-chem1004D:
e Vorlesung Hartke (Sommersemester):

— Wiederholung Quantenchemie, mit Ergdnzung einiger theoretisch-mathe-
matischer Grundlagen und technischer Details

— Ausfiihrliche Einfithrung in die quantenmechanische Wellenpaketpro-
pagation der Atomkerne

e Vorlesung Egorova (Wintersemester): wechselnde Inhalte, von quantenme-
chanischen Grundlagen bis MCTDH

e Vorlesung Herges (Wintersemester): klassisch-mechanische MD ausfiihrlicher
und mit Anwendungen (kleine Molekiile bis Proteine)

e Praktikum/Seminar (nach Vereinbarung irgendwann); Anteil Egorova se-
parat; Inhalte des Anteils Hartke:

— crash-Kurs Programmieren

— crash-Kurs numerische Mathematik am Computer (Integration, Diffe-
rentialgleichungen, Matrix-Eigenwertproblem, etc.)

— eigene Arbeiten am Computer:
x selbstgeschriebene Programme fiir
- klassisch-mechanische MD

- Losung der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung durch Basis-
funktionsentwicklung (Integration, Matrixdiagonalisierung)

- quantenmechanische Wellenpaketpropagation (Kernbewegung)
x Arbeit mit fertigen Programmpaketen:

- Quantenchemie (Geometrieoptimierung, Frequenzen, Reaktions-
wege, etc.; DFT, Korrelationsmethoden)

- semiklassische surface-hopping-MD-Simulation photochemischer
Dynamik

- mehrdimensionale quantenmechanische Wellenpaketpropagation
fiir die Kernbewegung

- globale Geometrieoptimierung atomarer /molekularer Cluster

Modul MNF-chem3005D: Vertiefungs-/Profilierungsmodul Theoretische Che-
mie / Computerchemie = Forschungspraktikum in einer TC/CC-Arbeitsgruppe

Modul MNF-chem4001: Masterarbeit
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Inhalt

e mathematischer Hintergrund zur Quantenchemie:
— Born-Oppenheimer-Separation
— Herleitung Hartree-Fock-Gleichungen
— analytischer Gradient der HF-Energie
— Normalkoordinatenanalyse
— Koopmans Theorem
— MP2, CC
e stationdre Eigenfunktionen in beliebigen Potentialen:
— Phénomenologie
— Berechnungsverfahren in 1D
— Erweiterungen auf nD, Fluch der Dimensionen
e zeitabhingige Schrodingergleichung:
— naive Separation von Ort und Zeit
— nicht-triviale Zeitabhédngigkeit, Superposition stationdrer Zusténde
— Phanomenologie
— Zeitpropagation: formale Aspekte, Algorithmen
— Eyin-Koordinatenproblem, absorbierende Potentiale
— MCTDH
— Propagation in adiabatischer/diabatischer Darstellung
— Eigenzustdande durch Propagation in imaginédrer Zeit
— zeitabhéangige Spektrensimulation
— zeitabhéngige Streurechnung

— quantenmechanische Berechnung von Geschwindigkeitskonstanten
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Literaturempfehlungen Quantenchemie:

e [. N. Levine: ,,Quantum Chemistry“, 6. Ausgabe, Prentice-Hall, 2008:
detaillierte und verstdndliche Herleitung der Grundlagen;
zu kurz und nicht ganz aktuell bei tatsichlichen Anwendungsmethoden.

e W. Kutzelnigg: ,Finfiihrung in die Theoretische Chemie“, 2 Bénde aus
den Jahren 1973/1978/1993, jetzt in 1 Band bei Wiley, 2002:
Klassiker; sehr genau, detailliert und breit in den Grundlagen; kaum etwas
zu modernen Methoden.

e P. W. Atkins and R. S. Friedman: ,Molecular Quantum Mechanics®, 5.
Auflage, Oxford University Press, 2010:
Standard-Lehrbuch; Versuch eines Rundumschlags von Grundlagen der
Quantenmechanik bis Streutheorie, daher iiberall zu kurz; in vorigen Auf-
lagen mit Losungsbuch zu Ubungen.

e J. Simons and J. Nichols: ,Quantum Mechanics in Chemistry“, Oxford
University Press, New York, 1997:
gute Grundlagen und umfangreiches Aufgabenmaterial mit(!) Losungen;
viele nicht-Standard-Themen, 148t aber auch einiges aus oder fiihrt es
nicht weit genug.

e A. Szabo und N. S. Ostlund: ,,Modern Quantum Chemistry“, revidierte 1.
Auflage, McGraw-Hill, 1989:
immer noch unschlagbar bei Herleitung von Hartree-Fock und bei den
Grundideen einiger Korrelationsmethoden; ansonsten veraltet. (inzwischen
als Taschenbuch-Nachdruck bei Dover fiir ca. 15 Euro zu haben).

e E. G. Lewars: “Computational Chemistry”, Springer, 2.Auflage, 2011:
ausfithrliche Darstellung der Grundlagen-Methoden (HF, DFT, Semiempi-
rie); sehr viele, explizit durchgefithrte Rechnungen in schrittweiser Dar-
stellung, viele illustrative Beispiele.

e W. Koch und M. C. Holthausen: ,,A chemist’s guide to density functional
theory*, Wiley, 2001:
gutes, leicht zugéingliches Werk fiir DFT-Anwender

e J. H. Jensen: “Molecular Modeling Basics”, CRC Press / Taylor&Francis,
2010:
relativ diinnes (160 S.) aber empfehlenswertes Buch; guter Spagat zwischen
Erlduterung von Grundlagen (inkl. Formeln) und praktischen Tips fiir reale
Rechnungen (bis hin zu konkretem input/output, fir GAMESS)
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e L. Piela: “Ideas of Quantum Chemistry”, Elsevier, 2007:
sehr dickes Buch (1087 Seiten), das einen bemerkenswerten Spagat zwi-
schen prinzipiellen Grundlagen der Quantenmechanik (inkl. deren histori-
scher Entstehung, Relativistik, usw.), vielen Details und Beispielen sowie
Grundlagen der wichtigsten Quantenchemiemethoden schafft; sehr empfeh-
lenswert, auch wenn der Stil etwas unkonventionell ist und die (englische)
Sprache stellenweise etwas holprig.

e C. Trindle und D. Shillady: “Electronic structure modeling — connection
between theory and software”, CRC Press / Taylor&Francis, 2008:
behandelt alles von QM-Grundlagen bis CCSD(T); Illustration vieler Din-
ge mit output-listings von realen Rechnungen, von simplen SCF-Demo-
Programmen (herunterladbar) bis zu Gaussian und ADF.

e . Jensen: ,Introduction to Computational Chemistry“, Wiley, 2007:
sehr aktuelles und sehr umfassendes Werk, mit einigen Informationen zu
modernen Methoden; setzt Grundlagen voraus; vielleicht stellenweise etwas
knapp; definitiv nur fiir Fortgeschrittene.

e T. Helgaker, P. Jgrgensen und J. Olsen: ,Molecular Eletronic-Structure
Theory“, Wiley, 201X: (X=2,3,...7)
extrem umfassendes und detailliertes Monumentalwerk (960 Seiten) {iber
HF, MCSCF, CI, CC, MPn, CASPTn; die 2.Auflage beseitigt zwei Fehler
der ersten: sie enthélt auch Kapitel zu DFT und linear-response-theory,
und der Preis sinkt von 400€ auf <100€

e D. B. Cook: “Quantum Chemistry — a unified approach”, Imperial College
Press, 2008:
ein Theoriebuch der ganz anderen Art: interessanter und z.T. gelungener
Versuch, in anschaulicher Weise die Konzepte der Organik und Anorganik
(Bindungsstriche usw.) mit denen der Theorie (Orbitale, Elektronenvertei-
lungen) zu verbinden.
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Literaturempfehlungen Quantendynamik:

e D. J. Tannor: ,Introduction to quantum mechanics: a time-dependent
perspective”, University Science Books, Sausalito (CA), 2007:
weltweit erstes Lehrbuch zur Wellenpaketdynamik; fiir Anfinger leider zu
mathematisch-formalistisch

e R. Schinke: “Photodissociation dynamics®, Cambridge University Press,
Cambridge, 1993 (Taschenbuchausgabe von 1995 noch erhéltlich):
einfache FEinfithrung in die Quantendynamik, inkl. Wechselwirkung mit
elektromagnetischen Feldern

e J. Z. H. Zhang: “Theory and application of quantum molecular dynamics",
World Scientific, Singapore, 1999:
gute und umfassende, aber z.T. recht schwierige und zu knappe Dar-
stellung, inkl. WW mit Licht, Streutheorie, Semiklassik, Berechnung von
Geschwindigkeitskonstanten, usw.

e G. C. Schatz und M. A. Ratner: ,Quantum mechanics in chemistry*,
Dover, Mineola, 1993/2002:
neben kurzen Kapiteln zur Quantenchemie auch Kapitel zu zeitabhangiger
Storungstheorie, WW mit Licht, Streutheorie, Korrelationsfunktionen, zeit-
abhéngige Spektrensimulation, Berechnung von Geschwindigkeitskonstanten
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Erinnerung: N-Elektronen-Hamiltonoperator

Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir beliebige Molekiile lautet:
HI® = g (1)

mit dem Hamiltonoperator in atomaren Einheiten fiir N Elektronen und M
Atomkerne:

- 1 L. : .
H = —; 5 MAV‘Q4 kinetische Energie der Kerne = Ty (2)
|
—Z§V? kinetische Energie der Elektronen (3)
=1
NNy
+ —  Coulomb-Abstoflung zwischen Elektronen 4
N Mo,
— Z Z 24 Coulomb-Anziehung Elektronen-Kerne (5)
i1 a1 A
MM,
+Z Z 228 Coulomb-AbstoBung zwischen Kernen (6)
A o s

Dabei ist r;; der Abstand zwischen Elektron ¢ und Elektron j, 7,4 der Abstand
zwischen Elektron ¢ und Kern A, sowie R4p der Abstand zwischen Kern A
und Kern B. Beachte: 1 = |r; —vj] = /(2 — 2;)%+ (vi — y;)> + (2 — 2j)*
Traditionell gilt die Aufteilung H = Ty + H.,, in Kern- und elektronischen
Hamiltonoperator.

I,j = electrons
A,B z nuclei
[ 2

Figure 2.1 A molecular coordinate system: i, j = electrons; 4, B = nuclei.
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Atomare Einheiten (atomic units, a.u.)

Symbol Physikalische Grofie Wert in a.u. Wert in SI-Einheiten
me.  Masse des Elektrons 1 9.110-1073! kg
e Elementarladung 1 1.602-1071 C
h Impuls (A= h/27) 1 1.055- 10734 Js
h Plancksches Wirkungsquantum 2m 6.626- 1073 Js
4mey  Elektrische Feldkonstante 1 1.113-1071Y C?/J m
c Lichtgeschwindigkeit 137.036 2.998 - 10° m/s

po  Magnetische Feldkonstante 47/c?>  6.692-10"% 1.257-107% Ns?/C?

Vorteile:

e weniger Konstanten in den Gleichungen (keine Faktoren h%*/m. in der
kinetischen Energie, kein e?/4mey in Coulomb-Termen)

e Resultate unabhéngig von Genauigkeit der Mafleinheiten-Bestimmung

e hohere Genauigkeit in numerischen Berechnungen (typische Zwischenresul-
tate variieren nicht itber mehrere Dutzend Gréfenordnungen)

Achtung:

e Masse: praktischere Umrechnung:
1 amu = 1 u = m(*2C)/12 = 1822.88734 m,

e atomare Lingeneineit:
1 bohr = 1 ag = 5.2917742924 - 10~'m = 0.52917742924 A

e atomare Energieeinheit:
1 hartree = 1 E,,

Energieumrechnungstabelle:

cm ! kJ/mol kcal/mol eV Ep
1 ecm™! = 1.0 1.196266-10~2 2.859144-10~3  1.239852-10%  4.556335-10°°
1 kJ/mol = 83.59347 1.0 2.390057-10~%  1.036436-1072 3.808798-10*
1 kcal/mol = 349.7551 4.184 1.0 4.336445-1072  1.593601-10~3
1 eV = 8065.479 96.48455 23.06036 1.0 3.674902-10~2
1 E;, = | 219474.7 2625.5 627.5095 27.211608 1.0
1 K = 0.695009 0.00831433 0.00198717 8.61707-107°  3.16669-10~°

e fiir Chemiker: 1 mE; ~ 3 kJ/mol ~ 0.5 kcal/mol
e fiir Physiker: 1 E, =~ 25 eV
e Chemiker <+ Physiker: 1 eV ~ 100 kJ/mol ~ 25 kcal/mol



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

Born-Oppenheimer-Separation und -Nadherung

Die molekulare Schrodingergleichung HU®) = £0® kann durch den adiabati-
schen Separationsansatz

v (r,R) = i ¢ (r, R) x"M(R) (7)

zerlegt werden (=Born-Oppenheimer-Separation) in eine rein elektronische Schro-
dingergleichung

Hyy"(r,R) = E,(R)y™(r,R) (8)
mit nur noch parametrischer Abhéngigkeit von den Kernkoordinaten R und
ein gekoppeltes System von Kern-Schrodingergleichungen

Ty + E(R)X"™M®R) + ) _[217,,(R) + T, (R)X"P(R) = Ex™P(R)  (9)

bei denen die Elektronenkoordinaten r lediglich als Integrationsvariable in den
nicht-adiabatischen Kopplungstermen T', (R) und 77 (R) auftauchen und die
elektronischen Eigenenergien FE,,(R) als Potentialenergiehyperflichen interpre-
tiert werden.

( Herleitung siehe Appendix! )

-103.3
-103.35
-103.4
-103.45
-103.5 |
-103.55 r

E / hartree

(3P, )+ CN(AZT
1036 | I(2P3/2)+CN(AT
-103.65 | :Ez
-103.7

-103.75

P, /o) +CN(X33
P3/0)+CN(X%x

-103.8 — - - - -

R / bohr

Abbildung 1: Einige Potentialflichen FE,,(R) von ICN als Funktion des I-CN-Abstands
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In der Born-Oppenheimer-Ndherung werden diese Kopplungsterme vernachlés-
sigt, sodafl die Kerndynamik auf voneinander unabhéngigen Potentialfliche(n)
stattfindet:

[Tx + Ex(R)IX"P(R) = Ex"™M(R) (10)

-103.3
-103.35 r
-103.4 r
-103.45
-103.5 |
-103.55

E / hartree

-103.6 |

-103.65

-103.7 r

-103.75 1

-103.8 L— ' ' ' '

R / bohr

Abbildung 2: Einige Potentialflichen FE,,(R) von ICN als Funktion des I-CN-Abstands

Faustregel: Diese Néherung ist i.A. gut im elektronischen Grundzustand nahe
der Gleichgewichtsgeometrie, aber schlecht bei Ubergangszustdnden und bei eng
benachbarten oder gar sich kreuzenden elektronischen Zustanden.

Qualitative Veranschaulichung dieser Faustregel:
zeitunabhéngiges 2-Zustands-Problem: s. néchste Seiten

10
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2-Zustands-Problem

In der Basis der Funktionen {¢1,¢2} sei eine Hamiltonmatrix gegeben:

. . E1 W12 - El 0 0 W12
H = Hy+ W — (WU E) _ (0 E) ; (Ww i ) (1)
mit reellen Parametern FE;, Eo und Wis. Es gelte:
Hol¢r) = Er|¢1) und  Holgo) = Ea|e) (12)

W ist die Storungs- oder Kopplungsmatrix. Die Eigenwerte F, und E_ von
H ergeben sich wie {iiblich via die Sdkulardeterminante:

Ey—E Wy
Wi Ey—FE
(B = E)(Ey—E) =Wy, = 0 (14)

Ey = E,+/A2+ W3 (15)

mit A = (Ey — E»)/2 und E,, = () + E»)/2. Fir Ey = E_ braucht man also:

= 0 (13)

FEy = E; und gleichzeitig(!) Wiy =0 (16)

Wiy = 0 kann zuféllig eintreten, insbes. aber auch durch Symmetrie: Zustédn-
de verschiedener Symmetrie konnen sich kreuzen (weil dann i.d.R. Wy =
(¢1|H|py) = 0), Zustiinde gleicher Symmetrie kénnen sich nicht kreuzen (weil
dann i.d.R. Wiy # 0 ist).

Fiir die Energie als Funktion der Hilfsgréfle A erhélt man folgendes Schaubild:

4 Energies

11
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An der Stelle, an der sich die diabatischen Zustidnde Ei,FE, kreuzen (A = 0),
bilden die adiabatischen Zustidnde E_,E. eine vermiedene Kreuzung aus, weil
die Kopplung Wi, dort nicht Null ist und sich die adiabatischen Zusténde
dadurch quasi “abstoflen”. Ganz generell gilt:

1. Durch die Kopplung entfernen sich die Eigenwerte voneinander.

2. Der Effekt der Kopplung ist viel wichtiger, wenn die ungestorten Eigenwerte
gleich sind.

Die Berechnung der zu F,,E_ gehorigen Eigenvektoren ist nicht prinzipiell
schwierig, aber umstandlich; das Resultat ist:

0 0
Yy = cos 3 ¢1 + sin 3 P2 (17)

Yo = — sing 1 + cosg o5 (18)

wobei der Winkel 6 definiert ist iiber:

2Wiho
tanf = ———— 19
an B (19)

Damit gilt u.a.:

3. Bei schwacher Kopplung sind die gestérten Eigenzustdnde den ungestorten
sehr #hnlich; bei starker Kopplung (insbes. auch in der Ndhe vermiedener
Kreuzungen) werden sie durch Beimischung des jeweils anderen Zustands
sehr unterschiedlich.

( alle 3 Behauptungen werden im Appendix gezeigt! )
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1 Mathematische Ergdnzungen zur Quantenchemie:

Spin in der nicht-relativistischen Quantenmechanik

e formale Spinkoordinate w:
jedes Teilchen vollstédndig beschrieben durch 4 Koordinaten:

x ={r,w} (20)

e formale Spinfunktionen: o(w) = a(w) oder [(w)
(wichtig: Spin-3-Teilchen haben nur diese beiden Méglichkeiten!)

e wesentliche Eigenschaften dieser Spinfunktionen:

la)=(BAH=1 . (alf) = (Bla) =0 21
e Spinorbitale:
) = virle) = { il o 2

e Integration iiber Spinorbitale bei einem Teilchen:

(ulxs) = / ) (x)dx (23)

_ //¢ i(r)o;(w)drdw (24)

- [wwu / 0 (1) () (25)

Orthogonalitat (x;|x;) = 0 kann durch Orts- oder Spinanteil alleine zu-
stande kommen!

e Integration iiber Spinorbitale bei mehreren Teilchen: analog;
z.B.: Integration iiber Spinfunktionen zweier Teilchen (beachte Reihenfol-
genkonvention):

(ablaf) = (ala)(B]B) =1 (26)
(aflac) = {a|a){fla) =0 (27)

13
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le - und 2e -Integralnotationen

(x, % keine Slaterdeterminanten, sondern nur Orbitalfunktionen!)

Spinorbitale:
ilhls] =< bl > = [ xiGa)hUya)dxi
Physikernotation:
. . . 1 o
(igk0) = (axslxrxe) = /Xi (Xl)Xj(XQ)T_ka(Xl)X€<X2) dxydxy = [1k|;l]
Chemikernotation:
. . 1, o
17|kl = Daixglxexed = /Xi (Xl)Xj(Xl)T_uXk(XQ)XK(XQ) dxidxy = (ik|j()
.. .. .. 1 . A
(311e) = Glkt) = G3lek) = [ xie )0 = Prads(xn) o) dad

Ortsorbitale:

(ilhl) = hij = (Gilhli;) = / G (e Ry () diry

(j1k0) = (it |ntbe) = / zﬁ(xl)wj(xl)r—mw,:(m)wm) drdr

Spezielle Abkiirzungen:

Ji; = (ii]jj) Coulomb-Integral
Ki; = (ij|ji) Austausch-Integral

14
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Erinnerung: Orbitale, Hartree-Produkt

e Definition: Orbital = Wellenfunktion fiir ein einzelnes Teilchen (Elektron)

e Orbital 1, ist Eigenfunktion des Einteilchen-Hamiltonoperators h(i) (fiir
Elektron Nr. ¢), mit Orbitalenergie €p:

h(i)on (r:) = enthn(r;) (28)
wobel y
ﬁ(z’):—%Vf— TZ—Z‘ (29)
A=1 "

e Fiir ein System aus N Elektronen ist das einfache Hartree-Produkt

TP (v 1o, rn) = Up(r)e(rs) - - - (TN (30)

Eigenfunktion der Summe der Einteilchen-Hamiltonoperatoren, seine Ei-
genenergie ist die Summe der Orbitalenergien:

}A[(O)\I/HP — E(O)\I]HP (31)
N A~

HO = "hi) (32)
=1

EO = ¢ +e+-+en (33)

Gesamtenergie F© hingt nur von Teilchenkonfiguration ab, nicht davon,
welches Teilchen in welchem Orbital ist.

e Der N-Teilchenoperator HO entspricht dem elektronischen Anteil des mo-
lekularen Hamiltonoperators ohne Elektron-Elektron-Wechselwirkung (und
ohne Kern-Kern-Wechselwirkung, die in der Born-Oppenheimer-Separation
eine triviale Konstante ist):

N N
Hy = ﬁ<0>+ZZg<z',j> (34)

SIS % )
N
b iEheaty

15
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Erinnerung: Fehler des Hartree-Produkts: Korrelation

Im Hartree-Produkt sind die Elektronen unkorreliert (unabhéngig voneinander),
denn die Gesamt-Wahrscheinlichkeitsdichte ist ein einfaches Produkt der Einzel-
Wahrscheinlichkeitsdichten:

(U (ey,rg, o) P = [hi(e) Pl (x2) |- - [ ()P (37)

Dieser Defekt bleibt im Folgenden zunéchst (teilweise) bestehen!

Erinnerung: Fehler des Hartree-Produkts: Ununterscheidbarkeit

Numerierung 1,2,..., N der Teilchen ist falsch: Elementarteilchen sind unun-
terscheidbar. Unmittelbare Folgen:

o Gesamtwellenfunktion mufl symmetrisch oder antisymmetrisch beziiglich
Vertauschung der Teilchennumerierung sein:

‘1/(...,1'1',...,1']',...)::t‘lf(...,rj,...,ri,...) (38)

e diese Symmetrie dndert sich nicht mit der Zeit; Klassifizierung:

symmetrisches W : Bosonen
antisymmetrisches W : Fermionen

e aus relativistischer Quantenfeldtheorie folgt (Pauli 1940):
Bosonen haben ganzzahligen Spin, Fermionen halbzahligen.

Nachtragliche Reparatur fiir Bosonen: Symmetrisierung:
e addiere alle N! moglichen Permutationen der Numerierung

e normiere mit Faktor 1/4/N!

1

U(ry,ry,...,Ty) = Wici (thi(r1)1;(ra) - - - b (rn)
+ Yi(r2)y(ry) - hy(Tn) + -+ 0) (39)

= \/%(%%'“%ﬂL%%'“%ﬂL"') (40)

(Notation in GIl. 40: Reihenfolgenkonvention)
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Erinnerung: Slaterdeterminanten

Gesamtwellenfunktion fiir N Fermionen: Antisymmetrisierung des Hartree-
Produkts der Spinorbitale
= Linearkombination der Permutationen mit Vorzeichen

+ fiir gerade Permutationen
- fiir ungerade Permutationen

Das ist nichts anderes als eine Determinante (Slaterdeterminante). Notationen:

Xi(xl) Xj(Xl) ch(X1)

\I/(Xl,XQ,...,XN) _ \/% X1<X2> Xj(EXQ) Xk(sx2> (41)
Xi(xn) xG(xn) o xe(Xw)

[Ixi (x1) x5 (x2) - xa (X)) (42)

= xi(x1)x;(x2) - - xn(XN)) 4 (43)

= xi(x)x;(x2) - - - xx(xn)) (44)

= |XiXj e Xk) (45)

e es gibt keine(!) antisymmetrische Spineigenfunktion fiir 3 Elektronen, weil
Elektronen nur zwei mogliche Spinfunktionen haben
= das dritte Elektron mufl eine andere Ortsfunktion haben!

e allgemeiner: Pauli-Prinzip: Ein Spinorbital kann nur von einem Elektron
besetzt werden (bzw. ein Ortsorbital nur von maximal zwei Elektronen).
Dies gilt insbes. auch fiir das energetisch tiefste Orbital im Grundzu-
stand des N-Fermionen-Systems. (vgl.: im Grundzustand eines N-Bosonen-
Systems sind alle Teilchen im energetisch tiefsten Orbital)
= Periodensystem der Elemente

e cine Slaterdeterminante enthalt Fermi- oder Austauschkorrelation: Elektro-
nen mit parallelem Spin sind korreliert, Fermi-Loch um jedes Elektron.

e die Slaterdeterminante ist immer noch Eigenfunktion von Zf\il h(3)

e auch wenn A(i)x,(r;) = €,xn(r;) nicht gilt (s.w.: Optimierung von y:
Hartree-Fock), ist U Eigenfunktion einer Summe von Einteilchenoperato-
ren
= in einer Slaterdeterminante sind Elektronen mit entgegengesetztem Spin
unkorreliert, sie enthélt niemals Coulomb-Korrelation (kein Coulomb-Loch);
( siche Appendix: Unabhingigkeit und Korrelation in einer Slaterdetermi-
nante )

= U in Form einer einzigen Slaterdeterminante kann keine exakte Eigenfunktion
des N-Teilchen-Hamiltonoperators sein!
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Matrixelemente zwischen Slaterdeterminanten:
Slater-Condon-Regeln

Oe -Operator: Oy = 1
Fall 1: kein Spinorbital Unterschied:

(KIK) =1

le -Operatoren: O; = SN h(i)

Fall 1: kein Spinorbital Unterschied: |K) =|---mn---) =|L)
N N
(KIO|K) =D mlhjm] = {m|h|m)
Fall 2: ein Spinorbital Unterschied: [K) =] -mn---)
L) =|---pn---)

(K|O1|L) = [m[hlp] = (m|hlp)

2e -Operatoren: 0, = Zfil Zj\; é

Fall 1: kein Spinorbital Unterschied: |K) =|---mn---) = |L)
NN
Fall 2: ein Spinorbital Unterschied: ) =]---mn---)
L) =1]--pn---)
N

(K|Oo|L) = Z{ [mplnn] — [mnjnpl} = (mn] |pn)

n

K)=|--mn--)
L) =] pa)

(K|Os|L) = [mp|ng] — [mg|np] = (mn] |pq)

Fall 3: zwei Spinorbitale Unterschied:

Alle anderen Fille ergeben Null!
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Energie einer Slaterdeterminante

Mit Slater-Condon-Regeln folgt sofort:

By = (K| K) = (K| + Os]K) (52)
N | NN
= D (mlhm)+ 2 > (mn||mn) (53)
Wegen (mm||mm) = 0 und (mn||mn) = (nm||nm) kann man dies auch

schreiben als:

Ey = (K[Hq|K) = > (m|hlm)+> > (mn||mn) (54)
= Y [m[am] + ) Y {[mm|nn] — [mn|nm]}  (55)

Da H, nicht auf die Spinkoordinaten wirkt, kann die Spinintegration sehr
einfach ausgefiihrt werden. Im Spezialfall

e N/2 Elektronen a-Spin und N/2 Elektronen [-Spin,

e alle Spins gepaart (closed-shell),

e gleiche Ortsorbitale fiir a- und [-Elektronen (restricted)
fithrt dies zur closed-shell-restricted—Energie:

N/2 N/2 N/2

Ey = 22(m\h|m) + Z Z {2(mm]|nn) — (mn|nm)} (56)

Man beachte die etwas anderen Vorfaktoren! Die Integrale enthalten hier nur
Ortsorbitale, die iiber Ortskoordinaten integriert werden; die Summen laufen
jeweils iiber die N/2 besetzten Orbitale.

Variationelle Optimierung der Orbitale in Gl. 56 fiithrt zum closed-shell-Hartree-
Fock-Verfahren, s.u.

Andere Festlegungen iiber die Spins liefern etwas kompliziertere Energieaus-

driicke fiir die Félle restricted open-shell und unrestricted. Orbitaloptimierung
fiihrt analog zum ROHF- bzw. UHF-Verfahren.

19



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

Coulomb- und Austauschintegrale

Interpretation der Terme in GIl. 56:

e Einelektronenintegral iiber core-Hamiltonian h(1):

(mlfm) = o = [ 07051 (—%v% -y @) dn(r)der (57

r
A 14

Erwartungswert der kinetischen und Kern-Anziehungsenergie eines Elek-
trons in Ortsorbital ,,.

e Zweielektronenintegrale: Coulomb-Integral J,,, := (mm|nn) = (mn|mn)
1
Ton = [ [0e06; w2 ne0) o (i (5%)
1
G e R (59

klassische Coulomb-Abstoffung zwischen zwei Ladungswolken |¢,,(r1)]* und
|¢n(r2>‘2'
Definiere den lokalen Coulomb-Operator j,(1) als

(1) = { [ i)t drz} (1) (60)

mit Erwartungswert

(YmlInlom) = (mm|nn) (61)

e Zweielektronenintegrale: Austausch-Integral K, == (mn|nm) = (mn|nm)
1
Kon = [ [ 003000010 (62)
1 .
= [ [t Paba(e) i ednds, (63

aus Antisymmetrisierung und Spin 1/2, keine klassische Interpretation.

Definiere den nicht-lokalen Austausch-Operator k,(1) als

o (1) (1) = { [ i)t drz} du(r1) (64)

mit Erwartungswert

<¢m‘ffnwm> = (mn|nm) (65)
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Damit konnen wir Gl. 56 schreiben als:

N/2 N/2 N/2

Ey =2 T+ > A2mn — Kon} (66)

Ubersetzung von Orbitalbesetzungsschemata in Energien:

Die Gesamtenergie ist die Summe aus diesen Beitragen:

e Unabhéngig von seinem Spin triagt jedes Elektron im Ortsorbital ¢; einen
Term +h;; bei.

e Jedes Elektronenpaar in den Ortsorbitalen ; und ; tragt unabhdngig
von den Spins einen Term +J;; bei.

e Jedes solche Elektronenpaar mit parallelem Spin trégt einen Term —K;
zusdtzlich bei.

Beachte dabei:

e die Reihenfolge der Elektronen ist irrelevant, die Paare (12) und (21)
werden also nur als ein Paar gezéhlt;

o fiir diese Regeln ist es egal, ob die Ortsorbitale gleich (i = j) oder
unterschiedlich (i # j) sind.

> —% i & f # 2
| 4 | 4 4 4 13 1
I v ¥ ¥ I !

a b c d e f g
a) hii+ hay + Jig — Ko b) hi1 + haa + Jio

Es gibt keine Austausch’kraft”!

Eine einzelne Slaterdeterminante ist keine (exakte) Losung der N-Teilchen-
Schrodingergleichung  (keine exakte Eigenfunktion von Hel)- = Die von Kj;
reprasentierte ,, Austausch-Wechselwirkung“ ist in diesem Sinne kein vollstindig
korrektes Abbild der physikalischen Wechselwirkung. Korrekt ist der (spinun-
abhingige!) 1/r1o-Operator in Hy und der Spin-1/2-Charakter der Elektronen.

( siehe Appendix: Wann und warum treten Austauschintegrale auf? )
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closed-shell-Hartree-Fock-Gleichungen

Minimierung der Energie einer Slaterdeterminante im closed-shell-restricted—Fall

N/2 N/2 N/2

Ey=2) (m|hlm)+ > Y {2(mm|nn) — (mn|nm)} (67)
durch Variation der Ortsorbitale 1, liefert mit der Definition des Fock-Operators

FO) = (1) + ) _{25a(1) = ka(1)} (68)

nach einigen technischen Tricks (siehe Appendix: Herleitung der HF-Gleichungen)
letztlich die Hartree-Fock-Gleichungen:

f’¢m> = €m|Vm) (69)

Deren Losungen sind die optimierten Orbitale ), als Eigenfunktionen des
Fock-Operators mit den dazugehorigen Eigenenergien als Orbitalenergien:

€m = <wm|f‘¢m> (70)

Beachte:

e Orbitale sind nur Hilfsgroflen, trotzdem haben die Orbitalenergien eine
gewisse “Bedeutung”: Koopmans’ Theorem (siehe Appendix)

e Orbitale sind nicht eindeutig, sie kénnen beliebig unitdr transformiert
werden: Lokalisierung

e Gl. 69 sieht aus wie eine einfache Eigenwertgleichung eines linearen Ope-
rators, aber f héngt iiber 7 und k von seinen eigenen Eigenfunktionen ab
und ist daher nicht-linear. = iterative Losung notig!

e Gl. 69 ist zwar eine Einteilchengleichung, aber eine effektive: In f ist
der exakte WW-Term 1/ro grsetzt durch mittelwertartige WW mit allen
anderen Teilchen via 7 und k (s.o.: Coulomb- und Austauschterme)

e in Gl 68 miifite eigentlich {iber n # m summiert werden, da (mm|mm)
eine unphysikalische Elektron-Selbstwechselwirkung darstellt. Per Definition
gilt jedoch

[jm - ]%m} Uy =0 (71>
so da} dieser Term schadlos in der Summe erscheinen kann. Dieses hier
lediglich technische Detail ist ein echtes Problem in der Dichtefunktio-

naltheorie: Nur exakter Austausch hebt die Elektron-Selbstwechselwirkung
exakt auf.
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Der Hartree-Fock-Hamiltonoperator

Im HF-Verfahren haben wir H,¥ = U nicht exakt gelost:

° ]:161 ist exakt, aber

e U ist approximativ, da eine einzelne Slaterdeterminante.
Andere, aber #dquivalente Sicht der Dinge:

e U ist eine Slaterdeterminante und daher exakte Eigenfunktion

e cines approximativen Gesamt-Hamiltonoperators f[o, der eine Summe von
Einteilchenoperatoren sein muf.
Dieser approximative Operator ist der Hartree-Fock-Operator:
N/2

Hy=2 Z f(@) (72)

und es gilt exakt:
N/2
HU =EY%  mit EY=2) ¢ (73)
i=1
Diese Energie nullter Ordnung ist also die Summe der Orbitalenergien, sie
ist aber micht identisch zur im Hartree-Fock-Verfahren ermittelten (ebenfalls
approximativen) Gesamtenergie F: Nach den Slater-Condon-Regeln gilt:

N/2 N/2 NJ2

E=2) hi+» Y {2J; - K;} (74)

Die Orbitalenergie ¢; ergibt sich jedoch als Erwartungswert des Fock-Operators
fiir das Orbital v;, und damit gilt:

N/2 N/2 N/2 N/2 N/2

EO =23 Chi+> (20— Ky) p =2> ha+2) > {2J;;— K} (75)
1=1 J 7 7 j

Wir haben also:
N/2 N/2
E=E" 4+ EW =EY -3"%"{2]; - K;;} (76)
J

i

Diese Energie EM) erster Ordnung korrigiert formal die Doppelzidhlung der
Elektron-Elektron-WW in E©).

Stérungstheorien (s.u.) ermitteln £ und weitere additive Korrekturen hoherer
Ordnung, mit Hoffnung auf Konvergenz dieser Reihe zur exakten Energie &.
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Die LCAO-Naherung

Die (Molekiil-)Orbitale v; werden in Basisfunktionen entwickelt:

K
i) = Cuiley) (77)
v=1
Die Basisfunktionen sind typischerweise nicht orthogonal:

S = (06} = [ Gulr0ontry) dn £ (78)
Einsetzen der Basisentwicklung in GIl. 69 liefert:
Nach Multiplikation von links mit (¢,| ergibt sich:

> Cuildulflen) = €Y Cuilduldn) (80)

was zu folgender Matrix-Gleichung &dquivalent ist:
FC = SCe (81)

Die Matrix € ist eine Diagonalmatrix der Orbitalenergien. Die Fock-Matrix F
ist gem&fl Definition des Fock-Operators:

B = b+ 3 {2(u|kk) — (uk[k)} (82)

Durch erneutes Einsetzen der Basisentwicklung fiir ¢, erhalten wir einen Aus-
druck fiir die Fock-Matrix in der AO-Basis:

Fuy =ty + 3 Y CopCon {2(nvlpo) = (nolov)} (83)
k  po
1
= hu + %: D, {(/w|p0) — §(ua\py)} = hu + G (84)
Dabei haben wir die Dichtematriz D definiert:

N/2
D/u/ =2 Z C,ukcuk (85)

k=1

die mit der (Ein-)Elektronendichte in Zusammenhang steht und bei der Be-
rechnung von Molekiileigenschaften verwendet werden kann.
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Erinnerung: Ablauf einer LCAO-HF-SCF-Rechnung:

Eingabe:
Molekiilstruktur,
Basissatz

berechne
Integrale

v .
rate Start— speichere {F.ockmat.n?c
koeffi— Integrale diagonalisieren

zienten

AN neue
"~ < - _ 3| Fock—Matrix
aufstellen

nein
selbst— alte Koeff. =
konsistente ja neue Koeff.?
Lésung Ealt =E neu?

typische hardware-Anforderungen:

Eigenvektoren
= neue Koeff.

e bei jedem Zyklus mufl die Fockmatrix aus Koeffizienten und Integralen
neu aufgebaut werden:

— riesiges Integralfile wird 1-mal geschrieben und n-mal gelesen;
— nach der Rechnung ist das Integralfile (fast) wertlos.
= schneller (lokaler!), grofler, tempordrer Plattenplatz.
e Permanentspeicherplatzbedarf fast Null.
e Parallelisierbarkeit begrenzt = wenige Prozessoren/-kerne.

e viele Integrale und Matrixdiagonalisierung im Speicher
= grofler Hauptspeicher.
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complete-basis-set-(CBS)-Extrapolation

Nach theoretischen Indizien gilt fiir die Energie im Basissatz-Limit:
Eijm = Ex +aX* (86)

wobei X die Kardinalzahl der cc-pVXZ-Basen ist, E'x die entsprechende Energie
und @ eine (unbekannte) Proportionalitétskonstante.

= mit lediglich zwei Rechnungen fiir verschiedene Werte von X kann man
zum Basissatzlimit extrapolieren:

=350 100
q .
—400 25 .
-450 3
1
=500
3 6 9 12 0.1 .

Fig. 8.19. The convergence of the MP2 correlation energy (full line) and the Hartree—Fock energy (dotted
line) in mE,, for N, calculated using the cc-pCVXZ basis sets. On the left, we have plotted the correlation
energies superimposed on a fit of the form (8.4.3) with the horizontal axis representing the asymptotic limit
of —537 mEj,. On the right, we have plotted the errors in the correlation energy superimposed on the fitted
form (8.4.3) (full line) as well as the errors in the Hartree—Fock energy (dotted line) on a logarithmic scale.

Hartree-Fock konvergiert deutlich schneller als Korrelationsmethoden

cc-pVDZ-Rechnungen liegen oft etwas neben der Extrapolationskurve

andere Extrapolationsvorschriften werden diskutiert

andere Korrekturen werden bei hohem X &hnlich wichtig:
— core-Valenz-Korrelation bei X > 5
— relativistische Effekte fiir Atome der 1. Periode bei X > 6
— nicht-Born-Oppenheimer-Effekte bei X > 7.

CBS-Extrapolation bringt nicht mehr Korrelation:

Hartree-
Fock-Limit
exaktes

07 Resultat

2
40 S

30 ]

full CI

Anzahl der Ein-Elektronen-Basisfunktionen K

1 10 100 1000 10000

Anzahl der N-Elektronen-Slaterdeterminanten (2121)
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basis set superposition error (BSSE)

Es sei A die Basis an ,Monomer* A, B die Basis an Monomer B, AB(R) die
Vereinigung dieser beiden Basissétze bei einem Abstand R der Monomere und
E(X|X) die Energie des Systems X berechnet in der Basis X.

Korrekte Berechnung der Dissoziationsenergie eines ,,Dimers“ AB in die Mo-
nomere A und B in einer wvollstindigen Basis C:

—D = E(AB|C) — E(A|C) — E(B|C) (87)
Mit unvollstéindigen Basissdtzen berechnen wir tatséchlich:
—D = E(AB|AB(R = R,.)) — E(A|A) — E(B|B) (88)

Dabei kann Monomer A bei der Berechnung von E(AB|AB(R = R.)) an
den Basisfunktionen in B partizipieren, bei der Berechnung von E(A|A) jedoch
nicht; analog fiir Monomer B. Dies ist der Basissatziberlagerungsfehler (BSSE).
Er ist von derselben Groflenordnung wie die Dissoziationsenergie von van-der-

Waals-Komplexen und wirkt sich bei Korrelationsrechnungen starker aus als
bei HF- und DFT-Rechnungen. Mogliche Abhilfen:

e counterpoise-Korrektur (CPC) von Boys und Bernardi: Man definiert
CPCy = E(AJA) — E(AJAB(R = R.)) (89)
CPCp = FE(B|B)— E(B|AB(R = R.)) (90)
wobel E(A|AB(R = R.)) genauso berechnet wie F(AB|AB(R = R.)), nur
dafl die Elektronen und Kernladungen von B fehlen; die Basis A wird

dabei um die ghost basis B erweitert, ohne dafl das Monomer B selbst
vorhanden ist. Die CPC-korrigierte Dissoziationsenergie ist dann:

—Depe = —D + CPCy + CPCp (91)
= E(AB|AB(R = R.)) — E(A|AB(R = R,)) — E(B|AB(R = R,))
Das ist konzeptuell einfach aber nicht ganz unumstritten:
— CPC = BSSE gilt nicht streng,
— nicht trivial: echten Monomer-WW < Basissatzartefakten

— CPC ist bei der Berechnung von Potentialflichen aufwendig, weil
Dimer-Basis AB(R) von R abhingt = Monomer-Korrekturrechnungen
miissen fiir jedes R erneut durchgefiihrt werden.

e Verwendung groflerer Basissétze

e Verwendung von Methoden, die BSSE per Konstruktion vermeiden oder ver-
mindern: z.B. lokale Korrelationsmethoden oder SAPT (symmetry-adapted
perturbation theory)
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Analytische 1. Ableitung der closed-shell-HF-Energie

Die closed-shell-HF-Gesamtenergie Gl. 56 mit der Abkiirzung
1

(uvllpo) = (uv|po) — 5 (nolpr) (92)
lautet in LCAO-Entwicklung:
1
E=Y Duhu + 5 > " Dy Do (][ po) + Viyw (93)

ng nvpo

Traditionell wird dabei die Kern-Kern-Abstolung

Vn = Z Z ZAZB (94)

A A>B

mitgenommen, weil dieser Term sehr einfach ist.

Wenn wir Gl. 93 nach X4 ableiten, erhalten wir unter Beriicksichtigung der
Tatsache, daf} sich die SCF-Koeffizienten und damit auch die Dichtematrix D,
mit der Geometrie ebenfalls dndern, den Ausdruck:

O(pv|lpo) OV
- D e D, D,,
8XA Z K + Z PP 9 X 4 + 0X 4

uu po

8DW oD,
# 22G, e+ 2 g Polile) (95)

wvpo

Die letzten beiden Terme dieser Gleichung konnen wie folgt umgeformt werden:

- 42280’%% LY S D (96)

Uvpo i
= 4 Z Z 80’“ hyw + Z Do (pv||po) | Cyi (97)
occ 80 .

= 4> Z 5 X’; F,Cyi (98)
1%
oce é)(ji

= 4 Z €; Z a—X’;SWC’m (99)
i 7%

Die Orthonormalitétsbedingung (i;]v;) = d;; der MO’s ¢; und ¢; lautet mit
Hilfe der LCAO-Basisentwicklung und der Uberlappungsmatrix

|m>:ZOm\¢V> und S = (Gly) (100)
v=1

28



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

in AOs wie folgt:
CSCl=1  baw. Y CuSwCij=0d; (101)
1%

Ableitung dieser Beziehung nach X, liefert:

9C,.; B IS,
2 ; a—AX,AS,uyCm - ; C,uzcm aXA (102>

Mit der Definition einer modifizierten Dichtematrix

occ

Qu =2 6CliCy; (103)

wird daher aus Gl. 95 schlie3lich:

B I(uv||po)
= - LDyt 5> DDt

uupa

, OV,
ZQW & ;gj (104)

Dieser Ausdruck enthélt keine Ableitungen 0C);/0X4 der MO-Entwicklungs-
koeffizienten, obwohl wir fiir die Ableitung der Energie eigentlich allgemein
hétten schreiben miissen
OF O OE oC
= + ik (105)

(9XA 8XA y QOM aXA

Die Losung der HF-Gleichungen (die wir verwendet haben), entspricht jedoch
gerade der Bedingung 0E/0C,; = 0. Zur analytischen Ermittlung von hoheren
Ableitungen mufl man diese Terme aber berechnen (mit Hilfe der coupled
perturbed HF-Gleichungen (CPHF)).

Die verbleibenden Ableitungen von 1- und 2-Elektronenintegralen sind mit
GTOs nicht schwierig: Die Ableitung eines kartesischen GTOs ist die Summe
zweier kartesischer GTOs mit erhohter und erniedrigter Rotationsquantenzahl

8 2
T (@ = Xa) (g = V)" (2 = Za)e s R =
{=1(a = X2)'7" + 20(z — X0) Y}y — Ya)" (2 = Za)"e "R (106)

und ist mit den ohnehin vorhandenen Integralberechnungsroutinen kein grund-
siatzliches Problem. Daher ist die Gradientenberechnung nach GIl. 104 sehr
einfach und i.Vgl. zum numerischen Gradienten (viele zusétzliche SCF-Zyklen!)
hocheffizient.
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Normalkoordinatenanalyse

In einer hinreichend kleinen Umgebung des Punktes x kann die potentielle
Energie V' in eine Taylorreihe entwickelt werden:

dv\' 1 a2

V(x) =V(xq) + (%) (x —xg) + §(x — xq)! <d—>g> (x —x0)+--- (107)
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann V' (x() immer Null gewéhlt werden.
Wenn x( ein stationdrer Punkt ist, entfillt der Term 1. Ordnung. Dort gilt

dann néherungsweise(!):
1
V(Ax) = éAXT FAx (108)

Dabei ist F identisch zu der oben mit H bezeichneten Hesseschen Matrix der
zweiten Ableitungen der potentiellen Energie nach den kartesischen Koordinaten
der einzelnen Atome. In diesen Koordinaten lautet die Schrédingergleichung
fiir das Molekiil aus N Atomen:

A I |
{ZQM'w+§AXTFAX}\IJ—E\If (109)
i=1 i’

Aus formalen Griinden transformiert man nun auf (verallgemeinerte) massen-
gewichtete Auslenkungskoordinaten:

0? 1 02
yi =/ M; Ax; 3 3_y2 = M@ (110)

was man mit Hilfe der Matrizen G oder M ausdriicken kann:
FG =F = (M Y3)/FM /2 (111)
Offensichtlich ist G;; = 1/y/M;M;. Damit wird aus Gl. 109:

3N
1 0? 1 .~
—=y 4+ yIFy U = EVU 112
—§yy—|—§y Fy Vv = EV (113)

Da der Operator der potentiellen Energie hermitesch ist, kann man eine unitére
Transformation U angeben, die ihn zur Diagonalmatrix f diagonalisiert:

UFU' =f (114)

Diese Transformation iiberfithrt die Koordinaten y in die Normalkoordinaten
q:
y=Ulq , y'=dU |, q=0Uy (115)



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

Damit wird der Term der potentiellen Energie in Gl. 113 diagonal:

1 1
5y yI Fy = —qTUFUTq — 5oﬂfq (116)
Der Term der kinetischen Energie bleibt diagonal:
1 1 1
—viv = —Zq'UUTqg = —=¢¢ 11
V'Y = —54d'UUq = —5d'q (117)
Mithin wird aus GIl. 113:
1 1
{—ﬁqTquQqqu}\If = EU (118)
3N
1 62
i=1 i
3N
Y h(i)¥ = Ev (120)
i=1

Der Gesamt-Hamiltonoperator des Systems ist also eine Summe aus 1-,, Teilchen®-
Operatoren h(i). Deshalb mufl die Gesamtwellenfunktion ¥ ein Produkt aus
1-,, Teilchen“-Funktionen 1 sein:

U(qr,q -, @3n) = Yi(q)¥2(q2) - - - Ysn(gan) (121)

Dieses nicht-antisymmetrisierte Hartree-Produkt ist hier eine akzeptable Wellen-
funktion, da es sich bei den ,Teilchen* um , Schwingungs-Teilchen* (Phononen)
handelt, die keine Fermionen, sondern Bosonen sind.

Jeder der 1-Phononen-Operatoren A(i) hat die Form eines harmonischen Os-
zillators (was angesichts der quadratischen Approximation Gl. 108 wenig ver-
wundert). Aus den Eigenwerten f; kann man die Schwingungsfrequenzen dieser
harmonischen Oszillatoren gewinnen:

v = %\/7 (122)
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f12-Verfahren in der Elektronenkorrelation

Grundidee: nicht nur Funktionen von einzelnen Elektronenkoordinaten r; in
den Basisfunktionen, sondern auch Funktionen des Abstands zwischen zwei
Elektronen 719 = |r; — 1o

e historisch alt: Variationsrechnung von Hylleraas (1928-1930) mit solchen
Funktionen liefert Fehler von nur 0.01 eV fiir He-Atom-Grundzustand

e Hauptproblem: durch ro-Terme (oder fio = f(r12)-Terme) kompliziertere
Integrale = praktikabel erst durch jiingere Entwicklungen

e Hauptstarke: qualitativ richtige Beschreibung des 2e-cusps.
(siche Appendix: cusp conditions)
grobe Skizze der He-Atom-Wellenfunktion in Polarkoordinaten, als Funktion
der Differenz der Winkel ¢1, ¢ der beiden Elektronen (bei festem, gleichem
Kernabstand):

v A

I >
=9, P9,

HF: konstant(!) wegen Mittelung iiber Elektron2

Cl/CC in konventioneller Form (ohne f12): 2e-cusp wird nur schlecht
gendhert, trotz Addition sehr vieler Slaterdeterminanten

f12: bereits einfache f12-Term(e) liefern bessere Nidherung an 2e-cusp;
CI- bzw. CC-Entwicklung mufl nur noch die verbleibende Differenz
darstellen.

e bei CC-f12-Rechnungen in cc-pVXZ-Basissédtzen gewinnt man ca. 1-2 Kar-
dinalzahlwerte X, also Resultate von konventioneller cc-pVQZ-Qualitéit bei
tatséchlichem FEinsatz lediglich einer cc-pVDZ- oder cc-pV'TZ-Basis.
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Erinnerung: full configuration interaction (FCI)

Die HF-Grundzustandswellenfunktion sei

Do) = [th1tba - - hinhj - - - ) (123)

Besetzte Spinorbitale haben also die Indices 14,7, k,¢,..., virtuelle Orbitale
erhalten die Indices a,b,c,... .

Dann ist eine einfach substituierte Determinante (einfach angeregte Konfigura-
tion, single)

|BF) = [1tha - athj - - - ) (124)
Analog gibt es zweifach substituierte Determinanten (doubles), usw.:
[BY = |1ty -+ atly - U (125)

Die exakte Wellenfunktion kann dann geschrieben werden als:

() = o[ Do) +Z )+ ) Ry + > | + - (126)

1<j 1<j<k
a<b a<b<c
Variationelle Optimierung der linearen Entwicklungskoeffizienten ¢, cf’,. .. liefert

zy )
ein Matrix-Eigenwertproblem. Losungen: CI-Vektoren und Energlen (Grundzu-

stand, angeregte Zustéinde).
Diese Darstellung ist
e exakt, wenn die AO-Basis vollstindig ist.

e bei unvollstandiger AO-Basis exakt im Unterraum, der von dieser Basis
aufgespannt wird; Figenwerte sind obere Schranken zu den exakten Energien
des Grundzustands und der angeregten Zusténde.
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Brillouins Theorem

Nach den Slater-Condon-Regeln gilt:
(@0 H|PF) = (ilhla) + D (ijl|aj) (127)

J

Das ist nichts anderes als ein Auflerdiagonalelement der Fock-Matrix:

(@o|H|®{) = (ilh]a) +Z<ijllaj> = (i fla) (128)

Zur Berechnung von ®; wurde das HF-Problem gelost, was &dquivalent ist zu
einer Transformation in einen Satz von Orbitalen, in dem gilt:

(il flay=0 , i#a (129)

= Einfach angeregte Determinanten (singles) wechselwirken nicht direkt mit
dem HF-Grundzustand:
(Do| H|®F) =0 (130)

Struktur der FCI-Matrix

In einer vereinfachten Schreibweise der FCI-Entwicklung
W) = co|Po) + cs|S) + cp|D) + cr|T) + cg|Q) + - - - (131)

hat die symmetrische FCI-Matrix mit Brillouins Theorem und den Slater-
Condon-Regeln ((S|H|Q) =0, usw.) diese Form:

(((1)0|H\c1>0> 0 (®o|H|D) 0 0 ' \
(S|H|S) (S|H|D) (S|H|T) 0
(DIH|D) (D|H|T) (D|H|Q) -
(T|H|T) (T|H|Q)
K (QIH|Q) )
Wegen den Slater-Condon-Regeln sind auch die hier von Null verschiedenen
Blocke nur diinn besetzt: z.B. ist ein Matrixelement

(DIH|Q) = (@ |H|®},T ) (133)

klmn

(132)

nur dann verschieden von Null, wenn
i,j€{k,l,m,n} A abe{cde, f} (134)

und das trifft bei den allermeisten D- und Q-Determinanten nicht zu.
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FCI von H; in Minimalbasis

Hs in der Minimalbasis aus zwei 1s-STOs ¢; und ¢» hat die beiden MOs
Y1~ (d1+¢2) e~ (1 — ¢2) (135)

Damit lautet der in dieser Basis ,exakte* FCI-Ansatz:
W) = |@g) + c[21) + 2[12) + 2[12) + c}|21) + 32| 22) (136)

Der exakte Grundzustand ist ein Singulett = nur Singuletts in der Entwicklung
notig: |®g) und |22). Linearkombinationen der verbleibenden Determinanten
liefern drei Tripletts und ein weiteres Singulett:

'@d) = 2712 (]12) + [21)) = 272 (|12) — [12)) = 272 (¢1¢hn + vatn) (0 — Ba)
(137)

Der Ortsanteil davon enthélt ; mit rdumlich gerader Symmetrie und das

ungerade 19 = insgesamt ungerade = Matrixelemente mit der geraden Funktion

®, sind Null.

= der FCI-Ansatz fiir den elektronischen Grundzustand lautet tatséchlich:

W) = @) +cf7[22) = |o) + c[22) (138)
Die FCI-Grundzustandsenergie ist also der kleinste Eigenwert von
(PolH|Po) (PolH[22)) (1) _ o (1
<<2§|H|<1>0> A AT (139)

Mit €& — Ey = Eeopr (Ey = HF-Energie) und nach Subtraktion von

(5 2) () =

von beiden Seiten erhalten wir die Form

([22 §A> (1> = Heorr (1) : (141)

wobei wir die Integrale ausgewertet haben:
(Qo|H|Po) = Eo=2hn+Ju (142)
(@0l H[22) = (22|H|Dy) = Ky (143)
<22|H — E0|22> = 2A = 2hoo + Jog — By = 2h9g + Joo — (2h11 + Jll) (144)

Aus Gl. 141 erhalten wir sofort cKiy = Fepp sowie ¢ = Kio/(Eeorr — 2A) und
daraus den unteren Eigenwert:

Err = A — /A2 + K2, (145)
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Im Rahmen der gegebenen Basis lautet die exakte Energie von Hy also:

E=FEy+ Ecopr =2h11 + J11 + A — /A2 + K3, (146)

Bei R — oo wird der Unterschied zwischen ¢; und ¢s irrelevant; daher gilt:
Jin = Ko : A=0 : hi1 = hee = E(H) (147)

= bei FCI kompensiert die Korrelationsenergie den Term .J;; und wir erhalten
das richtige Dissoziationslimit:

lim & = 2E(H) (148)

R—

Bei der HF-Losung bleibt J1; unkompensiert = falsches Limit (ionische Anteile).
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Alternative Sicht auf FCI

In sog. intermedidr normierter Form lautet die FCI—Entwicklung:

= |Dy) +Z ) + ) et - (149)

1<j
a<b

(V) =1+ Z(C?‘)Q + Y ()P (150)

1<J
a<b

ist dieses W nicht im {blichen Sinn normiert. Stattdessen gilt jedoch:

Wegen

(o|W) =1 (151)

Die Korrelationsenergie E,,.. sei die Differenz zwischen der exakten Energie &
und der HF-Energie E (im Limit einer vollstdndigen Basis):

Eue =€~ B (152
Multiplikation der Gleichung
(H = E)|W) = Ecorr | V) (153)
von links mit (®y| ergibt unter Ausnutzung von GIl. 151:
(Po|H — E|¥) = Eeorp(Po|¥) = Eorr (154)

Einsetzen der Entwicklung GIl. 149 liefert mit Brillouins Theorem und den
Slater-Condon-Regeln
Eeorr = z C?JZ?<(I)O‘H‘(I)?]I?> (155)

1<J
a<b

= scheinbar wird die Korrelationsenergie nur von den doubles bestimmt!

Multiplikation von GIl. 153 von links mit (®¢| liefert jedoch analog:

Ep? —Z (DY H — E|OY) + > (@ H|DU) + )~ el (®f|H| %) (156)
jb</<; jb<k:
<c <c

= Die doubles-Koeffizienten werden also durch die Koeffizienten der singles
und triples beeinflufit = indirekter EinfluB anderer Anregungsgrade auf die
Korrelationsenergie.

Multiplikation von Gl 153 mit (®{?|, (@ab,‘;\ usw. erzeugt eine Hierarchie von
gekoppelten Gleichungen, die simultan gelost werden miissen. Thre Struktur ist
identisch mit der FCI-Matrixstruktur.
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coupled-cluster-Verfahren (CC): 1.Sichtweise

Ohne ungerade Anregungen lautet die FCI-Wellenfunktion:

b b d b d
= [®g) + Z ¢y |25 Z ciinl | i) + (157)
1<j 1<j<k<l

a<b a<b<e<d

Wie oben liefert Einsetzen dieser Entwicklung in den Ausdruck
(ﬁ - E)‘\I}> - Ecor?“lql> (158)

und Multiplikation mit (®o|, (2|, (P], usw., die Hierarchie der gekoppelten
CI-Gleichungen:

Ecorr = Z Ckl <(I)O‘H‘(I) > (159)
k<l
c<d
Ecorrcgjb - (I)ab‘H’(I)O + Z Ckl (I)ablH E’(I) Z ;ljb]g? ab‘H’CI)%bgldolin
k<l k<l
c<d c<d

Ohne Abbruch der Hierarchie ist das FCI. Mit Abbruch durch c%bgf = (0 erhalt
man CID. Andere Art des Abbruchs: Approximation der Vierfach-Koeffizienten
durch Produkte aus Zweifach-Koeffizienten:

C?Jblgzd ~ C?}’C?f + {C % Cf } (161)
Man erhélt schlieffilich die CCD-Gleichung:
(DLH|Do) + Y (DI H — B + Y (Do| H| PG {ctl ¢} =0 (162)

k<l k<l
c<d c<d

Mit Beriicksichtigung der singles hétten wir hier CCSD erhalten.
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coupled-cluster-Verfahren (CC): 2.Sichtweise

formale Definition eines “Anregungsoperators”: T, erzeugt aus der HF-
Determinante ®( eine (alle) n-fach angeregte(n) Determinante(n).

Dann erhalten wir z.B. typische CISD-Konstruktionen durch
(T} + To)®y = T1 Py + Tody (163)

was offensichtlich lediglich singles und doubles enthélt.

Bei CCSD verwenden wir dagegen eXp(T1+T2) und definieren wir die Bedeutung
von “e-hoch-Operator” durch eine formale Erweiterung der Taylorreihe

eA:i+A+%A2+%A3+--- (164)

erhalten wir diesen Ausdruck
N =1 4 Ty + Ty + 21 (T + Tp)? +%(T1+Tz)3+--- (165)
—14+T + (Th + %Tl) + (ng +T1Ty) + (%Tf + T + - (166)

der offensichtlich beliebig hohe Anregungstypen enthalt, allerdings zusammen-
gesetzt nur aus Kombinationen von T1 und Tg In diesem Sinne bedeutet “SD”
in CCSD (auf subtile aber wichtige) Weise etwas anderes als in CISD. Man
kann zeigen, dafl Gl. 166 genau die zur Groflenkonsistenz fiihrenden Terme
enthélt.
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Abstrakte Vielteilchen-St6rungstheorie (MBPT)

Die Wellenfunktionen und Energien fiir ein ungestortes Problem seien bekannt:

g 0) — p0)g0) (167)
nicht jedoch fiir ein durch einen linearen Storterm erweiterten Operator:
H=H9 4+ AW (168)
Wir zerlegen die (noch unbekannte) exakte Energie und Wellenfunktion formal
geméf
E = EO 4 ED L 2EQ@ 4 3EG) 4 ... (169)
U = O LA w® 4 \20@ L BB (170)

Einsetzen der Entwicklungen Gln. 168, 169, 170 in die Schrodingergleichung
ergibt nach Zusammenfassung der Terme gleicher Ordnung in A die Hierarchie
der Storgleichungen:

0 = (ﬁ<0>—E<O>) 7)) (171)
0 = ( ) <1>>+(H<1>—E<1>) )y (172)
0 = (H >|\D(2)>+(F[(1>—E(1>) )y — @) (173)
0 = (H )|\I/(3)>+(f[(1)—E(1)) W@y = @My — gOgOy (174)

0 = (g(tn _ E<0>> )y ¢ (gm _ E<1>) D)y = 3T By (175)
m=2

Operation mit (U(?| von links auf diese Gleichungen liefert unter Beachtung von
<ﬁ(0) — E(0)> WOy =0 = (w0 (f[(o) — E(O)) bei intermediéirer Normierung:

5O _ <\1;(0)u€[(0)‘\1;(0)> (176)
EV = (v FM|gO) (177)
E® = (wOFM)gm) (178)
EG — <¢(0)‘f[(1)‘qj(2)> (179)
EM™ = (O g0 [pr-1) (180)
Mit einigen Manipulationen kann man jedoch zeigen:
E(2n+1) _ <\If( Z E (2n+1—k— é “11 > (181)

k=1

(2n+1)

Zur Bestimmung von E geniigt also die Wellenfunktion W,
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Mgller-Plesset-St6rungstheorie 2. Ordnung (MP2)

Bei der Mgller-Plesset-Storungstheorie wihlt man als H® die Summe der

Einteilchen—Fockoperatoren
=i Z( (i) +§(0)) (182)

also lautet der St('jroperator

aqY = Z — - Z (i (183)
1) .

2#3
Dadurch ist

e die Storung nicht wirklich ,klein“, aber
e dies ist die einzige grofenkonsistente/-extensive Wahl, und

e die ungestorten Funktionen ®; sind exakt(!) bekannt: die HF-Determinante

dy = ¥ deren Einfachanregungen ®¢ Zweitachanregungen CID‘f]b,

Diese ®; bilden eine vollstindige Basis = die Storfunktionen konnen in diese
Basis entwickelt werden:

v = N o, (184)
1

v = S Py (185)
I

Der Energicerwartungswert der Wellenfunktion nullter Ordnung (mit A = 1)
ergibt sich aus den Gln. 176 und 177; es ist die Hartree-Fock-Energie FEj:

(WO HwOY = EO + EW = F (186)

Die Koeffizienten der Wellenfunktion erster Ordnung erhélt man durch Pro-
jektion von Gl. 172 von links mit ®; (# ®y = U():

0 = Y (@AY — BV, + (@, 7Y — BV wO) (187)
J

= Y (@] HO — EO® )l + (@7 AV|@y) (188)
J

Da die ®; Eigenfunktionen von H© sind und da verschiedene Slaterdetermi-
nanten orthogonal zueinander sind, folgt sofort:

S @ AO — EOD ) =N (@] AO12,) ~EO(@|95))) (189)
J J EJ|(I)J>
=Y (B = By = (B = EO)e)) = (@0 — EOlopc”  (190)
J
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und wir erhalten schliellich fiir die Entwicklungskoeffizienten:

(@AY |Py)
b (@O - EO®))

(191)

Jede Slaterdeterminante ist Eigenfunktion von H® mit leicht anzugebender
Energie, z.B. bei einer Zweifachanregung:

HO ]@g‘f} = (BY — ¢ —¢; + e, + eb)|c1>gf> (192)

In der Basis der Slaterdeterminanten sind die in Gl. 191 bendétigten Diagonal-
elemente einfach Summen und Differenzen der Hartree-Fock-Eigenwerte:

(@ HO — B9 = ¢, —¢ (193)
(@ HY — B0 = ¢, +e— € —¢ (194)

Da zur Storfunktion erster Ordnung nur die doppelt angeregten Konfigurationen
beitragen (alle anderen Matrixelemente (®;|H|®q) sind Null, s.o. Brillouins
Theorem und CI), lautet die explizite Form von GI. 191:

g cpab HY|P
€a T € — € — €

Damit ergibt sich die Energiekorrektur zweiter Ordnung:
E® = (0% | 1)> (196)
- ch W) (197)

5 3 (ol H | 0gh) (00 V| )

- ZZ € T € — € — € (198)

1>7 a>b

occ vir

_ ZZ [(at]by) — aj\bz')]2 (199)

€; — €, — €
1>7 a>b Z+‘7 a b

mit verallgemeinerten Austauschintegralen Ké‘z = (ai|bj).

Fiir hohere Ordnungen ergeben sich zunehmend kompliziertere Ausdriicke fiir
Energiekorrekturen und Stor-Wellenfunktionen. Zwar 148t sich alles immer noch
mit Matrixelementen von H® in den Funktionen ®; ausdriicken, aber in
diese ®;-Entwicklungen gehen immer hohere Anregungstypen ein = viel mehr
Determinanten =- bedeutend hoéherer Aufwand.
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MP2 fiir H, in Minimalbasis

Die FCI-Korrelationsenergie fiir Hy in Minimalbasis lautet:

KZ
ECW:A—\/A2+K122:A—A\/1+A—122 (200)

mit den GroBlen

1, . = _ A
A=g(220H - Ef22) K= (22[H|P) (201)

In der Néhe des Gleichgewichtsabstands gilt in guter Nédherung
A> K. (202)

Also konnen wir die Wurzel in eine Reihe entwickeln:

1K%, 1K}
Eerr = A—A[14+-—2 -1 203
< T2 TRA (203)
Kt
N ——= 204
o~ (204)
_ ‘(22|H‘¢0>‘2 (205)
(22|H — Ey|22)
(22| FHO) — EO)|22)
= Ejp (207)
= in diesem Fall ist MP2 eine gute Nédherung an das exakte Resultat!
Wegen
lim A=0 : lim K5 = const. #0 (208)
R—o0 R—o0
gilt weiter vom Gleichgewichtsabstand entfernt:
A< K12 (209)

= die implizite Reihenentwicklung divergiert;

= bei grofien Kernabstinden wird die MP2-Energie meist sehr schlecht.
(anderes Symptom: bei wachsendem Abstand entarten Orbitale und bei €,+¢€, ~
€; +¢; geht der Energienenner gegen Null.)
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Fig. 14.13. The CASPT2 dissociation of the Cy, water molecule in the cc-pVDZ basis (in atomic unils) for
a fixed HOH bond angle of 110.565°. On the lefi, we have plotted the CASPT2 potential-energy curve (black
line} together with the corresponding FCT (grey line) and MP2 (donedl tine) curves; on the rig}u, we have
plotted the difference between the CASPT2 and FC cnergies (black line) and the MP2 and FCI energies
(dotted line).

Andere Formulierung derselben Sache: Bei Bindungsauslenkung wird die (R)HF-
Referenzfunktion schlechter. = formale Auswege (wie bei RHF):

e restricted oder unrestricted open-shell MP (ROMP, UMP, ...)
e besser: Multireferenz-Storungstheorie (CASPT2, RS2, etc.)

Divergenz bei
e Multireferenz-Problemen;

e hohere Ordnungen der MP-Reihe;

e groflen, diffusen Basissdtzen.

0.002 0.002

10 20
-0.002 -0.002

10 20

cc-pVDZ at R, aug-cc-pVDZ at R,

-0.006 ~0.006

0.300
-0.010

cc-pVDZ at 2.5R, 10

-0.300
-0.030 aug-cc-pVDZ at 2.5R,

Fig. 14.6. Mgller—Plesset expansions for the HF molecule. For each order in the perturbation series, we
have plotted the difference between the Mgller—Plesset energy and the corresponding FCI energy (in Ep).
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Graphische L6sung der Schrodingergleichung

Die zeitunabhingige Schrodingergleichung fiir ein Teilchen der Masse m in
einer Raumdimension z lautet:

- h? 9?
HY(zx) := —%ﬁﬁ/(aj) + V(2)V(z) = BV (2) (210)
Durch einfache Umformungen ergibt sich:
h? 9*
5720 (@) = (B = V(2)]¥(2) (211)
0? 2m 2m
@\D(fﬁ) = _ﬁ[Etot — V(l’)]\l/($) = _ﬁEk:zn\Ij(x) (212)

= Konstruktionsvorschrift fiir ¥(x) in beliebigen 1D-Potentialen V(x):

e 2. Ableitung (Kriimmung) von W(z) ist proportional zu m, |Eyy,| =
|Eiot — V()| und |¥(z)|.

® Fiin >0 : U(z) ist zur x-Achse hin gekriimmt,
FEkin <0 : ¥U(x) ist von der z-Achse weg gekriimmt.

e Wendepunkte von ¥(x) genau dann, wenn Ejy;, = 0, also bei Ey,; =V (z),
und bei ¥(x) = 0.

yonline“-Berechnung von Eigenfunktionen fiir beliebig vorgegebene 1D-Potentiale:
http://www.fen.bilkent.edu.tr/~yalabik/applets/1d.html

Unmittelbare Folgen dieser Betrachtungsweise:

1: freies Teilchen:

initial value and slope of W(x)

Ekin > 0: 17< /—\<I(:C)
E

Sinus/Cosinus- B ot

Welle V)

Exponentialfunktion - | B

j_\ Emz

\ X
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U(z) = sin(x) und ¥ (z) = cos(x) sind keine physikalisch akzeptablen Funktionen
fiir ein freies Teilchen, weil W2(x) # const.

Verbesserte Funktion:
U(z) = Alcos(kz) + isin(kz)] = Ae™™™ (213)

Dabei ist der Impuls p = hk positiv, also bewegt sich das Teilchen zu hoheren
x-Werten.

direction of motion

Re(W(x)) Im(W¥(x))

Vo)

Fiir negativen Impuls (entgegengesetzte Bewegungsrichtung) ergibt sich:
U(r) = Ae™™ = Alcos(—kx) + isin(—kx)] = Afcos(kz) — isin(kz)]  (214)

Die Phasenbeziehung zwischen Real- und Imaginérteil bestimmt also die Be-
wegungsrichtung.

direction of motion

Re(¥(x)) Im(*¥(x))

A

V(x)

X

In beiden Fallen ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte konstant:

P(z) = |¥(2)|* = U*(2)¥(z) = A%[cos®(kz) + sin®(kz)] = A® = const.  (215)

Fiir By, < 0 wird der Impuls p = hk wegen Ej;, = p?/(2m) formal imaginér,
und die Wellenfunktion wird rein exponentiell:

U(z) =A™ | mit B=ik=+/—2mE, (216)
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2: Tunneleffekt

AN A YA NS NN
£ o \/\/ ) A N e

V(x)

Tunnelwahrscheinlichkeit héngt ab von: Barrierenbreite, Barrierenhche, Teilchen-
masse. Aber Achtung: Skizze ist nur ein Cartoon = enthdlt echte FEHLER!

3: gebundene Zustinde: Quantisierung!

Normierbare ( = akzeptable) Wellenfunktion nur bei diskreten Energieniveaus
moglich (auch bei endlicher Topftiefe):
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4: Doppelminimumpotential: Tunnelaufspaltung

Grundzustand des Einzelminimums spaltet auf in einen energetisch tieferen und
einen hoheren Zustand, deren Eigenfunktionen ndherungsweise(!) plus/minus-
Linearkombinationen der Einzelminimum-Funktionen sind:

F0 e

Y

Die Tunnelaufspaltung sinkt mit hoher und/oder breiter werdender Barriere
(Annéherung an Einzelminima).

5: Minimum mit diunnen Wanden: Resonanzen

“amplitude inside”

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ - i

ey

Es gibt fiir jede Energie einen erlaubten Zustand — Kontinuum. Aber nur dort,
wo die Energie etwa der eines gebundenen Zustands im Fall unendlich dicker
Waénde entspricht, wird die Amplitude innerhalb des Potentialtopfs grofi —
,quasidiskrete Zusténde®, ,in ein Kontinuum eingebettete (daran gekoppelte)
diskrete Zustande®, , Resonanzzustiande®.

Aber Achtung: Skizze ist nur ein Cartoon = enthdilt echte FEHLER!
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Numerische Umsetzung:

Wir betrachten wiederum die umgeformte Schrédingergleichung GIl. 212:

0* 5 2m

52 V) = V) =55
Eine im Prinzip einfache Diskretisierung ( Appendix ) ergibt die Propagati-
onsvorschrift von Numerov mit einem Fehler von lediglich O{(Az)%}:

V() — Eyor] ¥(2) (217)

Yiei —2Yi+ Y, = (Aaz)Qﬁ[V(:ﬁ)—EM] U, (218)
2
mit Y, = U, — (Al? 2 (219)

= Berechnung reeller Eigenfunktionen wungebundener Zustdnde fiir beliebige
1D-Potentiale berechnen, sofern eine Randbedingung bekannt ist (z.B.: ¥y =0
und Wy = ¢ im klassisch verbotenen Bereich bei sehr kleinen Absténden ).
Spezielles Problem ungebundener Zustinde: korrekte Normierung.

Zuséatzliches Problem fiir gebundene Zustiénde: Nicht jede Eigenenergie (hier:
FEiot) ist moglich, nur wenige fithren zu erlaubten ( = im Wert beschriankten)
Eigenfunktionen. Diese erlaubten Energien sind aber vorher noch nicht bekannt.
= Strategie: Iterative Anndherung an die Eigenenergie mit wiederholten Numerov-
Rechnungen, bis die Wellenfunktion iiberall beschrankt bleibt.

Typische Praxis-Realisierung:
1. rate Energie E;

2. propagiere die Numerov-Gleichungen aus dem inneren klassisch verbotenen
Bereich nach auflen in den gebundenen Bereich bis zu einem ,matching
point® x,,

3. propagiere die Numerov-Gleichungen aus dem &ufleren klassisch verbotenen
Bereich nach innen bis zum selben ,matching point“ x,,

aut(xm)) kann
man eine Korrektur D;(F) fiir die Energie ermitteln (nach Léwdin bzw.

Cooley?)
5. setze Eip1 = E; + D;(E) und gehe zu (2), bis U, (z,,) = V., ,(xn).

4. aus der Differenz der Steigungen am Punkt z,, (V! (x,,)— V!

In Verwendung: selbes Prinzip mit weiteren technischen Verfeinerungen:
renormalized Numerov und log-derivative-Methode 3.

L' R. A. Buckingham: ,The Continuum®, in: ,Quantum Theory. I.Elements“, D. R. Bates (Ed.), Academic
Press, New York, 1961; E. Merzbacher: ,Quantum Mechanics®, Wiley, New York, 1970, Kap. 6.3

2 J. W. Cooley, Math. Comput. 15 (1961) 363.

3 B. R. Johnson, J. Chem. Phys. 67 (1977) 4086.
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historisch: WKB-Nzherung *

Die Schrodingergleichung Gl. 212 lautet:

0’ p(x)
Fiir den Spezialfall eines konstanten Potentials V' = const. # V(x) ist dies eine
gewOhnliche, lineare, homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, kann also durch den Ansatz V(x) = exp(ax) gelost werden. Dabei erhilt
man « = +ip/h, und damit die iibliche Wellenfunktion eines freien Teilchens

(ebene Welle):

Ur)=0 mit  p(e) = 2m[Bw - V()] (220)

U(x) = U(xg)eEP/M = U (xy)ethe (221)

Impuls p und Wellenlénge A (des Real- und Imaginérteils) hdngen nach de
Broglie zusammen wie A = 27h/p; die Phasenverschiebung pro Einheitsldnge
ist durch p/h gegeben. (W¥(xg) ergibt sich aus der Integrationskonstante durch
die Anfangsbedingung.)

Ubergang zu einem langsam verinderlichen Potential V(z):

In einem gegeniiber der Verédnderung von V' (z) kleinen Bereich um z ist dann
V(x) immer noch nidherungsweise konstant.

= W(x) verhélt sich ndherungsweise wie eine ebene Welle, mit einem jeweils
,lokalen“ Wert der Wellenlange:

21h B 21h
p(x)  \2m[E =V (z)]

Az) = (222)
In der Wellenfunktion selbst akkumulieren sich die Phasenverschiebungen von
jedem dieser Bereiche; im Grenzfall erhalten wir also ein Integral:

X

U(x) = U(xg) 2;((3;0)) exp :I:%/p(w’) da’ (223)

Zo

Diese Beziehung heifit WKB-N&dherung nach Wentzel, Kramers und Brillouin.
(Herleitung siehe (Appendix))

4 Zhang, Kap. 11; Schatz/Ratner, Kap. 7.3; R. Shankar: ,Principles of Quantum Mechanics®, Plenum,
New York, 1987, Kap. 16.2; E. Merzbacher: ,Quantum Mechanics®, Wiley, New York, 1970, Kap. 7.
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Eine genauere Analyse ( Appendix ) zeigt, daf§ es sich dabei um eine semi-
klassische Naherung handelt (die bei A — 0 exakt wird) und dafl sie giiltig
ist, solange die Anderung der de-Broglie-Wellenldnge hinreichend klein ist:

dA

X

<L 27 (224)

Bei klassischen Umkehrpunkten Fi,; = V wird der Impuls Null (Gl 220)
und damit ist nach Gl. 222 die Wellenléinge nicht definiert. An diesen Stel-
len divergiert die WKB-Approximation. Durch geeignete ,Verbindungsformeln*
(connection formulae)* lassen sich diese Stellen jedoch iiberbriicken.
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FBR (finite basis representation)

(Appendix:) Losung der Schrodingergleichung durch Basisfunktionsentwicklung,
heifit hier FBR (finite basis representation = Galerkin-Methode)

Nachteile gegeniiber Numerov:

e Figenfunktion ¢ wird nicht “direkt” aus Schrodingergleichung berechnet,
sondern Umweg iiber Matrixdiagonalisierung, gefolgt von Rekonstruktion
der Eigenfunktion aus dem Basisfunktionsentwicklungsansatz;

e vor Matrixdiagonalisierung Berechnung aller Matrixelemente notig
= Integrale (¢,,|H|,), fir alle Kombinationen (m,n);

e zusitzliche Approximationen durch nicht-vollstdndige Basis:
— begrenzte Anzahl Basisfunktionen
— Flexibilitéat ggf. nicht ausreichend (Basisfunktionsformen)
e weit mehr Basisfunktionen als zu berechnende Eigenfunktionen notig;

e ungebundene Eigenfunktionen problematisch (s.u.: Beispiel!).

Vorteile gegeniiber Numerov:
e gebundene Eigenfunktionen unproblematisch;

e Erweiterung auf nD prinzipiell/formal einfach: hoherdimensionale Basis-
funktionen = hoherdimensionale Integrale;

e alle Eigenwerte/-funktionen auf einmal.
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Beispiel fiir orthogonale Basis: Sinus-Funktionen

Die FEigenfunktionen eines Teilchens in einem eindimensionalen Kasten mit
unendlich hohen Potentialspriingen an den Réndern des Intervalls [a,b] sind
im Wesentlichen Sinus-Funktionen:

o) = [y sin e - o) (225)

Matrixelemente der kinetischen Energie konnen analytisch berechnet werden.
Matrixelemente der potentiellen Energie erfordern numerische Integration (oder
Entwicklung des Potentials in geeignete Potential-Basisfunktionen).

Qualitétskriterien fiir Basisfunktionen:
e Anzahl der Basisfunktionen mufl grof3 genug sein;

e sie miissen mindestens den gesamten Ortsraumbereich der gewiinschten
Eigenfunktionen abdecken;

e sie miissen mindestens den gesamten Impulsraumbereich der gewiinschten
Eigenfunktionen abdecken;

e sie miissen passende Randbedingungen haben.
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Beispiel: Sinus-Basis fiir 1D-Morse-Oszillator

H =p/2u+V(z), mit V(z) = D{1 — exp[—B(z — z.)]}*

Parameter (a.u.): D, =5.0, § =20, z. =15, p=0.05 amu =~ 91.144

n numerisch analytisch

1 0.3257483257557883  0.3257483303645043
2 0.9443301620270594 0.9443301758532030
3 1.519025577977924  1.519025601021488
4 2.049834573608373  2.049834605869361
5  2.536757148918450  2.536757190396820
6  2.979793303908249  2.979793354603866
7 3.378943038577837  3.378943098490498
8  3.734206352927147  3.734206422056718
9  4.045583246955985  4.045583325302524
10 4.313073720748337  4.313073808227917
11 4.536677851722307  4.536677870832897
12 4.716420262499438  4.716395513117464
13 4.854119814635596  4.852226735081617
14 4.970424726778137  4.944171536725356
15 5.102696896182915  4.992229918048683
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Orthogonalisierung der Basis

Wenn die Basis {¢;} nicht orthogonal ist, erhalten wir auf demselben Weg wie
oben ein verallgemeinertes Matrix-Eigenwertproblem:

HC = ESC (226)

Dieses kann mit dafiir geeigneten Bibliotheksroutinen direkt geldst oder zunéchst
in ein normales Eigenwertproblem transformiert werden, indem wir die Basis
mit einer geeigneten Transformationsmatrix X orthogonalisieren:

XTsXx =1 (227)

Da S hermitesch (symmetrisch) ist, ist X unitér.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten fiir die Wahl von X, eine ist:
X = 8§V =yus Y2yt (228)
denn dann gilt:

XTSX = 871/28871/2 = §-1/261/2 — g0 — 1 (229)

Durch diese Transformation X erhalten wir auch eine neue Koeffizientenmatrix:
C'=X"'C & C =X (230)
Einsetzen von C = XC’" in HC = SCE liefert:
HXC' = SXC'E (231)
Multiplikation von links mit XT ergibt:
X'THXC' = X'SXC'E (232)

Dabei definiert XTH X = H’ die entsprechend transformierte Hamilton-Matrix.
Mit GIl. 227 ergibt sich schliellich ein Standard-Eigenwertproblem:

H'C' =C'E (233)
Wenn einzelne Basisfunktionen nahezu linear abhéngig voneinander werden, gibt
es numerische Probleme. Symptom: sehr kleine Eigenwerte von S (exakt Null

bei voller linearer Abhéngigkeit). = Vor Orthogonalisierung Eigenwerte von
S berechnen und ggf. linear (nahezu) abhéngige Basisfunktionen eliminieren.
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Beispiel fiir nicht-orthogonale Basis: DGB

GauB-Funktionen mit Zentren auf Ortsraumgitter: distributed Gaussian basis °

¢i(z) = (2Ai> " exp[—A;(z — ;)7 (234)

™
Moglichkeiten fiir Wahl der Zentren x; und Breiten A;:

e plaziere Zentren z; semiklassisch: A; ~ 1/(z;01 — 2;_1)?

e dquidistante Zentren xz;; optimiere Parameter A durch Minimierung der
Eigenwerte in einer separaten Testrechnung

Uberlappungsmatrixelemente und Matrixelemente der kinetischen Energie ana-
lytisch berechenbar (wobei Tj; noch den iiblichen Vorfaktor —Ak?/2m braucht):

A AA;
Sij = Vm mrexp(=Cy) Ty =28 —55-(1—2Cy) (235)
By; Bij
mit den Abkiirzungen
AA, AN\ M A A;
Aij = < 7'('2 ]> s B@j = (Az + Aj)l/Q y C,’j = B—2j($l — xj)2 (236)
ij

Weitere Standard-Moglichkeit zur Einsparung von Rechenzeit: Fiir hinreichend
nicht-pathologische Operatoren O gilt

(9:|O]¢;) ~ 0 (237)
wenn nur die Zentren z; und x; der beiden Gauffunktionen weit genug aus-

einander liegen (in der Praxis ab 5-10 dazwischenliegenden Gaufifunktionen).

Basis-Qualitétskriterien wie bei Sinus-Basis.

04

Ampiiicds
©
™o

Beispiel fiir eine DGB-Funktion vor
(gestrichelte Linie) und nach (durch-
gezogene Linie) Orthogonalisierung

t
!
3

-08}
-0 i i l 1 I
30 2.0 g Qg 1 20 30

° 1. P. Hamilton und J. C. Light, J. Chem. Phys. 84 (1986) 306; Z. Baci¢ und J. C. Light, J.
Chem. Phys. 85 (1986) 4594; Z. Baci¢, D. Watt und J. C. Light, J. Chem. Phys. 99 (1988) 947.
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Beispiel: DGB fiir 1D-Morse-Oszillator

H =p/2p+V(z), mit V(z) = D1 — exp[—B(z — z.)]}?
Parameter (a.u.): D, =5.0, § =20, z. =15, p=0.05 amu =~ 91.144

n numerisch analytisch

1 0.3257483281296143 0.3257483303645043
2 0.9443301695380278 0.9443301758532030
3 1.519025592324165  1.519025601021488

4 2.049834599285713  2.049834605869361

5 2.536757195227862  2.536757190396820

6 2.979793386442639  2.979793354603866

7 3.378943178632529  3.378943098490498

8  3.734206573395122  3.734206422056718

9  4.045583564466534  4.045583325302524

10 4.313074135778425  4.313073808227917

11 4.536678273982599  4.536677870832897

12 4.716401680901365  4.716395513117464

13 4.852983810524478  4.852226735081617
14 4.960405968478248  4.944171536725356

15 5.076871557803291  4.992229918048683
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Discrete Variable Representation (DVR) © 7

In der (pseudo)spektralen FBR-Darstellung wird die Wellenfunktion (x) in
der endlichen Basis {¢;(z)} dargestellt:

Y(x) =) a; ¢i(x) (238)

7

Ist die Basis orthonormal, ergeben sich die Entwicklungskoeffizienten durch:

o= [ ¢ila) via) da (239)
Dieses Integral kann numerisch durch Gauf-Integration approximiert werden:

=Y wa ¢ (za) V(0) (240)
(siehe (Appendix)). Einsetzen in Gl. 238 liefert
@) = DD wa () ¥(wa) 6i(7) (241)
I 12
Dabei wurden die DVR-Entwicklungsfunktionen 6,(z) definiert:
5a(2) = Ve ) 6] (2a) 0i(2) (243)

sowie Entwicklungskoeffizienten

Vo = /Wa Y(20) (244)

Gl. 243 kann man auch schreiben als

() = Y ou@)Ll,  mit Ll = Vi o (ra) (245

d.h. die DVR-Basisfunktionen 6, (z) ergeben sich durch Transformation mit der
Matrix L aus den FBR-Basisfunktionen ¢;(x).

Man kann zeigen, dafl L unitéar ist (Appendix)

= Die DVR-Basis ist orthonormal, da auch die FBR-Basis orthonormal ist.

6 G. C. Corey, J. W. Tromp und D. Lemoine, in: ,Numerical grid methods and their applications to
Schrodinger’s equation, C. Cerjan (Ed.), Kluwer, Dordrecht, 1993, p. 1; J. C. Light, in: , Time-dependent
quantum molecular dynamics“, J. Broeckhove und L. Lathouwers (Eds.), Plenum, New York, 1992
p. 185; J. C. Light, I. P. Hamilton und J. V. Lill, J. Chem. Phys. 82 (1985) 1400.

"Tannor, Kap. 11.1 — 11.6.4
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Tatséchlich sind die Funktionen {d,(x)} im diskreten Raum der DVR-Punkte
einfach deshalb orthogonal zueinander, weil z.B. die Funktion d,(z) an allen
Gitterpunkten xz (mit 8 # o) Null ist:

0p(25) = (dalzp) (246)
= Zcbi(fva)@(m)\/w_a (247)

= Aqup/\/ws (248)

= Oap/+/Wp (249)
Mit dieser Beziehung ergibt sich fiir die DVR-Koeffizienten als Projektion der
Wellenfunktion auf die DVR-Basis wiederum GIl. 244:

Yo = (0alth) (250)
- / 5 (1) ¥ () da (251)
= 3 w8 (wp) (p) (252)

B

= VWa ¥(2a) (253)

Andere Interpretation der Gln. 246-249 und 250-253: Die Funktionen d,(z)
sind diskrete Analoga zu Diracs Delta, funktion“. Sie sind zwar zwischen den
DVR-Gitterpunkten nicht Null (bzw. Eins), aber das ist ,uninteressant:

1.5

Zu einer Sinus-Basis (dquidistan-
te Gitterpunkte) konjugierte DVR-
Funktion, ,lokalisiert® am Gitter-
punkt #5 und Null an allen anderen
Gitterpunkten:

= Die Funktionen 6,(z) sind Eigenfunktionen des Ortsoperators & mit den
Eigenwerten z,; diese diskreten Eigenwerte sind also identisch zu den Gitter-
punkten:

Galilss) = [ (@) 36(a) do (254)
= Zwﬂé(%)%%(%) (255)
— b (256)
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= alternativer, allgemeinerer Zugang zu DVR-Darstellungen fiir eine gegebene

FBR: ®

Diagonalisiere den Ortsoperator & in der FBR-Spektralbasis {¢;(z)}. Die Ei-
genwerte definieren die DVR-Gitterpunkte; die Eigenvektormatrix ist identisch
zur FBR-DVR-Transformationsmatrix L.

Der Hamiltonoperator in DVR-Darstellung

Matrixelemente des Potential-Operators V in FBR-Darstellung kénnen wiederum
per Gauf-Integration approximiert werden:

GilVIe)) = / §1(2) V(2) é5(x) da (257)
> i) Vi) ) (258)

= Z VWa 97 (1) V(Ta)das /Ws () (259)
_ Z LI VORL (260)

Q

— (LTVDVRL)U (261)
wobei eine diagonale Potentialmatrix definiert wurde:

VO =V (24)0as (262)

Damit ergibt sich die Hamiltonmatrix in DVR-Darstellung:
HPVE — [ gFPRLT (263)
= LTPBRLT 4 Ly PBRLT (264)
= LTFBRLY 4 LLIVPVELLT (265)
— LTFBELT 4 yPVER (266)

Daher kénnen 7-Matrixelemente leicht berechnet werden, wenn die FBR-Basis
geeignet gewéhlt wird (z.B.: Eigenfunktionen von T) Nach Konstruktion der
zugehorigen DVR-Basis kann die T7PR-Matrix in die DVR-Darstellung trans-
formiert werden. Dort ergeben sich dann die V-Matrixelemente durch einfache
Multiplikation von V(z) mit ¢, an den DVR-Gitterpunkten z, (ohne ex-
plizite Integration!). Die Ndherung dabei entspricht der Néaherung bei einer
GauB3-Integration.

8 J. C. Light, in: ,Time-dependent quantum molecular dynamics“, J. Broeckhove und L. Lathouwers
(Eds.), Plenum, New York, 1992, p. 185; J. C. Light, I. P. Hamilton und J. V. Lill; J. Chem.
Phys. 82 (1985) 1400; V. Szalay, J. Chem. Phys. 105 (1996) 6940; B. I. Schneider, Phys. Rev. A
55 (1997) 3417.
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Fourier-Grid-Hamiltonian-(FGH)-Methode °

Spezialfall von DVR, mit exp(ikz) als FBR-Basisfunktionen
= aquidistante Gitterpunkte und alle Gewichte = 1.

Weitere wichtige Grundlage: Fouriertransformation, siehe (Appendix).

Hamiltonoperator in der FGH-Methode

Im Ortsraum mit den Basisfunktionen |z) ist der Potentialoperator diagonal:

(@|V(2)]x) = V(2)o(z — ') (267)
Im Impulsraum mit den Basisfunktionen |k) ist der Operator der kinetischen
Energie diagonal:

1252
(k= k) = Ty (k = ) (268)

(K'|T|k) =

Die Matrixelemente der Transformationsmatrix zwischen beiden Darstellungen
sind 1
klz) = ——=e 269
() = —= (269)

Die Vollstandigkeitsrelation fiir die |k)-Basis lautet:

1= / k) (k|dk (270)

Mit ihrer Hilfe konnen wir die zur Ermittlung der Matrixelemente des Hamilton-
operators in Ortsraumdarstellung nétigen Fouriertransformationen mathematisch
kompakt schreiben:

oo

(z|H|2') = (x| /W VE'|dE S T /|k>(k|dk 2') + V(2)d(z — ') (271)

— // oK) |Tk) (k|2"y dk dK' + V()6 (x — 2') (272)

—00 —O0
o0

_ / (k) To(kla') dk + V(2)5(x — o) (273)

—0

1 ’ /
= 5 =T dk 4+ V(2)6(x — 2) (274)
7

—0o0

o

9 C. C. Marston und G. G. Balint-Kurti, J. Chem. Phys. 91 (1989) 3571.
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Fiir die numerische Berechnung diskretisieren wir wie iiblich die x-Achse zu
x; = iAx i=1,...,N (275)

Damit lauten die Matrixelemente der Hamiltonmatrix in diskreter Ortsraum-
darstellung:

1 €z27r(z—])n/N
= — — T )04 276
H;; Az n:Z_N N n+ V()0 (276)
it
" 7, = L (nak)? Ak = 27 (277)
" om ’  NAz

Beachte: Diagonalisierung der Hamiltonmatrix liefert als Eigenvektoren direkt
die Werte der Eigenfunktionen auf den Gitterpunkten.

v=20
1\
Beispiel: 1D-Morse-Oszillator: e |
§
b \l
] \
Wl \
&5 Fﬁ\
TABLE Yl Comparison of sigenvalues ealcuiated using the Fourier prid \ ;ﬁ
Hamiltonian method and exact analytic formula for 3 Morse potential rep- H 7 ﬁ{ ]
resenting ;. The fuli set of bound state eigenvalues are listed. ema b 1 4 3 -
\ -
Eigenvalues caloulated
using the Fourfer grid Hamiltomian g b
Vibrational methord (o) Exact
quanton analytie ,@Waﬁ‘ I G
number v N == 63 N =129 . - : . * Vj‘

cigenvalues {a}

1 -] [N e 1. % 2.
0 000986923 000986923 0.000 86922 A
1 007874536 002974536 0028 745 35
3 0046471 11 B04E471T3 D.046471 T2
3 006304833 006104835  0.063048 33
4 007847564 007847520  0O7R 47518
5 009275367 008275229 009275217
6 G105 B9 09 0,165 8719 62 0,105 879 60
7 011784686 OLLI85718  @LIL7RST1T
8 012866157 012868500 0.126 684 98
g 0.3839083  QI3R36306  0.118 36303
0 0.146 896 50 0.146 891 35 0,146 891 32
1i DIS435T41 015426987 0.154 269 85
12 D6057903 Q.16049864 6160498 67
13 016566518 G.AG55T765  0.163 57763
14 0.169 57779 016950690  0.169 06 89
15 S.172 330 36 0172 286 39 (372286 18
16 0.17394440 007391637 0173916 1)
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Basissatze in mehr als einer Dimension

Mehrdimensionale Basis ist ein direktes Produkt aus 1D-Basen; '

analog zum direkten Produkt (Tensorprodukt, Kroneckerprodukt) von Vektoren:

b1
Skalarprodukt: a - b= (ay as ag )| ba | = aiby + asby + agbs (278)
bs
B ) k azbg — azbs
Vektorprodukt: @ xb:=|a; ay a3 |= | agby — a1b3 (279)
b1 b2 bg a1b2 — a2b1
b1 bl
direktes Produkt: da®@b:=| a; | b9 as by
bs bs
a1b1 a2b1 a361
= a1b2 CLQbQ Cl3bg (280)
a1b3 a2b3 agbg
Eigenschaften'®: z.B. ist die Produktbasis {|¢;(1)1;(2)) = |¢:(1))]1;(2))} ortho-

normal, wenn jede der Basen {|¢;(1))} und {|¢;(2 )}} orthonormal ist:
(0i(1)¥;(2)|0k(1)ve(2)) = (0i(1)|dr (1)) (¢5(2)[4(2)) = dirdje  (281)

Problem: Fluch der Dimensionen
direktes Produkt = exponentielle Skalierung! :

\
\x\\\
X
b b
X
X x
X
N
b
A 4
_%_
M
X
b by
x
b3 s
b9
X
b
\

1D: 4! = 4 Punkte 2D: 42 = 16 Punkte 3D: 4% = 64 Punkte

Beispiel: 10-100 Punkte pro Freiheitsgrad; = 1 Atom mehr bedeutet Erhéhung
des Rechenaufwands um Faktor 103-10°
= mazximal Molekiile mit /-5 Atomen behandelbar!

10 C. Cohen-Tannoudji, B. Diu und F. Laloé ,Quantum Mechanics®, Wiley, New York, 1977; Band 1,
Kap. II F und Complements Gjr, Dirr, Errr, Drv
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Banne den Fluch der Dimensionen:

e Verkleinerung der direkten Produktbasis durch Kontraktion moglich: !

\I/(R, 7“) = Z Cij¢i(R)Xj (’I“) = Z CLZQSZ(R) Z ijj (T‘) (282)

i 1

— Lose zunéchst das r-abhéngige Unterproblem bei einem Satz von
gegebenen R-Werten (z.B. DGB-Zentren oder DVR-Punkte in R);

— Ersetze »_,;b;x;(r) (mit unbekannten b;) durch eine Summer iiber die
energetisch niedrigsten Eigenfunktionen in r;

— Lose das Gesamtproblem mit der dadurch erheblich verkleinerten, neuen
Produktbasis.

Entscheidender Punkt: Die ,primitive“ Basis x;(r) kann nur schwer ver-
kleinert werden, nach Transformation auf die Eigenfunktionen in r sind
die energetisch hoheren Eigenfunktionen aber immer unwichtiger als die
energetisch tieferen.

e Vermeide die direkte Produktform: sehr viel aktuelle Forschung ...
(hier nicht behandelt)

e Lerne aus der elektronischen Strukturtheorie:
eine exakte Behandlung (FCI/CBS) skaliert (mind.) exponentiell, aber:

— Hartree-Produktansatz aus Einteilchenfunktionen — gemitteltes Ein-
teilchenproblem;

— Fehler bei Elektronen “klein”, weil nur gegeben durch 1/r15, also 2-
Teilchen-Operator — vergleichsweise “einfach”, mit Tricks wie MP2
bis CCSD(T) “Korrelation” hinzuzufiigen.

Problem bei Kernbewegung: viel mehr Kopplung der Koordinaten/DOFs,
keine eingebaute Beschrinkung auf 2-DOF-Kopplung.

trotzdem wurde Hartree-Produktidee auch fiirs Schwingungsproblem ver-
wendet; mittlerweile gut etabliert:

— zeitunabhéngig: VSCF, VMP2, VCI, VCC,... (hier nicht behandelt)
(Anwendung: z.B. Berechnung anharmonischer Schwingungsspektren)

— zeitabhéngig:
x TDSCF bzw. TDH = “zeitabhéngiges HF” (s.u.)
* MCTDH =~ “zeitabhéngiges CASSCF” (s.u.)

172 B.: Z. Bac¢ié und J. C. Light, J. Chem. Phys. 85 (1986) 4594.
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Ort-Zeit-Separation der zeitabhangigen Schrodingergleichung

Zeitabhangige Schrodingergleichung fiir ein Teilchen der Masse m in einer
Raumdimension x:

hQ\I!( t) = —h—Qa—Q\IJ( )+ V(e)U(z,t) =: fI\IJ( t) (283)

Mo om oz o “

Versuche iiblichen Produkt-Separationsansatz zur Trennung von x und t:
W(x,t) = a(t)y(x) (284)

Einsetzen in Gl. 283 und Division durch a(t)y(z):
1 da(t) 1 (_ B

a(t) dt P(x) \ 2mdz?

Weil x und t unabhéngige Variable sind (insbes. auch voneinander), ist das

nur erfiillbar, wenn beide Seiten gleich F = const. sind = zwei getrennte
Gleichungen, in z bzw. in t.

i + V(x)) () (285)

Achtung: funktioniert nur, wenn Potential V' unabhingig von ¢ (oder von z)!
= geht nicht bei elektromagnetischen Feldern (Laser), bei (MC)TDH (s.u.),. ..

Rechte Seite von GIl. 285 = gzeitunabhéingige Schrodingergleichung:

() =~ L) + V() = Eb(a) (286)

2m dx?

Die linke Seite von GIl. 285 lautet:
da(t)
dt
Das ist eine sehr einfache Differentialgleichung zur Bestimmung von a(t) (sepa-
rierbar, gewthnlich, 1.0rdnung, linear, konstante Koeffizienten). Losung durch

Separation (von a und ¢; z und ¢ wurden oben separiert):

ih = Ea(t) (287)

da(t)  iE
ORI (288)
/ Ci“ét)) - Zf dt (289)
= lna(t) = th +C (290)
- ( ) —zEt/h (291)

(Der konstante Vorfaktor A = a(t =0) kann in ¢ (x) absorbiert werden.)
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Die Zeitunabhangigkeit stationdarer Zustande

Hat man eine Losung ¢ (x) der zeitunabhingigen Schrodingergleichung gefunden,

A~

H(x) = Bi(a) (292)

miiite man sie geméafl dem Separationsansatz auf eine Losung der zeitabhéngigen
Schrodingergleichung erweitern:

U(z,t) = e By () (293)

Diese Zeitabhéngigkeit ist jedoch physikalisch folgenlos:
Mittelwerte von Mefiwerten sind Erwartungswerte (V|A|W) von Operatoren A:

(U|A|T) = /qf*A\Ifdx (294)
= /eiEt/hw*(x)fle_iEt/hw(a:)dx (295)
= ei(Et_Et)/h/@b*(a:)fl@b(x) dx (296)
= (vlAly) (297)

Das Resultat ist eine zeitunabhéngige Zahl!

= Y(x) (bzw. auch V(z,t) in Gl 293) ist ein stationdrer Zustand:
e |U(z,t)| und alle Erwartungswerte (¢|A|1) sind zeitunabhingig,

e wiederholte Messungen von Erwartungswerten liefern immer wieder den-
selben Wert.

In der Chemie geht es aber um zeitlich verdnderliche Grofien!

= entgegen anderen Eindriicken aus Lehrbiichern ist der Separationsansatz
U(x,t) = a(t)v(z) (298)

nicht allgemein genug! Er fithrt nur zu stationdren Zusténden, aber die meisten
Zusténde sind nicht-stationér.

(nebenbei: damit sind alle Schlufifolgerungen aus der Betrachtung stationérer
Zustdnde mit Vorsicht zu genieflen. s.u.)
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Superpositionszustande

Um zu zeigen, dafl die trivial-zeitabhédngige Wellenfunktion

U(x,t) = e "Pp(x) (299)
eine Losung der zeitabhéngige Schrodingergleichung in 1 Dimension
zhgllf(x t) = —h—Qa—Q\IJ(m t) + V(2)U(x,t) = HU(x, 1) (300)
ot 77 2mox? Y T ’
ist, differenzieren wir Gl. 299 partiell nach der Zeit:
0 o _, —iE .
() = hla) e P = —= e () (301)
Damit wird aus GIl. 300:
9 . X o
iho- (1) = Ee By(x) = HU(2,t) = e BV [ (x) (302)
Das ist eine Identitédt, sobald gilt:
Hy(x) = Ey(x) (303)

Genauso 1afit sich jedoch zeigen, dafl eine Superposition wie etwa
U(x,t) = et (2, ) + catho(, t) = cre” P Mapy () + coe P2 My (1) (304)

ebenfalls eine Losung von GIl. 300 ist. Partielle Differentiation nach der Zeit
liefert:

9, Ey Fy
EKIJ(:U, t) = —01271 e Bty () — 02272 e Bty (2) (305)
Damit wird aus GIl. 300:
e i i
zha\lf(a:,t) = ¢ Ey e Bt/ U1 (z) + coFs e Eqt/h Yo () (306)
= HU(z, 1) (307)
= e PN () + coe PR o (1) (308)

was bereits erfiillt ist, wenn nur gilt:
Hin(z) = By (z)  und  Hibo(x) = Esiho() (309)
Die Werte der Koeffizienten ¢; und ¢y sind dabei offensichtlich belanglos.

Also lautet die allgemeinste Losung dieser Art:

U(z,t) = Z cpe Bt (2) (310)

n

wobei sich E, und v,(x) ergeben aus:
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Zeitabhdngigkeit durch Superposition

Die Eigenfunktionen ,(z) des hermiteschen Operators H bilden eine vollstén-
dige Basis. Also konnen wir eine allgemeinere Losung W(¢) der zeitabhéingigen
Schrodingergleichung durch Linearkombination erzeugen:

Uz, t) =Y cpe Py (x) = cnan(t) ha(z) (312)

Betrachte Erwartungswert fiir einfachsten Fall:
U(z,t) = a1(D)r(z) + az(t)do(z)  mit cr=c =1 (313)
Dann erhalten wir als Erwartungswert:

(W|AIW) = (a1t + asta|Alarthy + asis) (314)
= (artn| Alarn) + (a1t | Alagibs) + (asiba Alartpr) + (azipo| Alasis)
(315)

= ajar (1| AJr) + aias (| Alo) + ajar (ol Alwr) + ajas (o] Alibn)
(316)

Zwar gilt nach wie vor

*
n

ala, = e En B — 0 — 1 fiir p=1,2 (317)

also sind der erste und letzte Term in Gl. 316 immer noch zeitunabhingig,
aber beim 2. und 3. Term haben wir:

ar a, = e/ Em=En)t/l £ 0 fir m=1,n=2 und m=2n=1 (318)

Also ist der Erwartungswert (U|A|W) zeitabhingig.

Zwei kleine Fufinoten:

e Diese nicht-triviale = physikalisch hoch relevante Zeitabhéingigkeit kommt
durch die Vorfaktoren exp(—iFE,t/h) zustande, die im stationdren Fall
physikalisch irrelevant waren!

e Nur die Superposition a;(t)1(x)+az(t)ys(z) (also mit diesen Vorfaktoren!)
ist eine Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung (s.o. Gln. 304 bis
309), die Superposition t1(x) + ¥9(z) jedoch nicht!
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Zeitabhangigkeit durch Superposition: lllustration

Teilchen im eindimensionalen Kasten (Breite a, unendlich hohe Wénde):

E
Eigenenergien und -funktionen: [eV]J
2.0
h*n? ]
E, = 319 ]
Sma (319) 1'5: [22
2 . nm 1.0
Yp(x) = \/gsm <7x) (320) |
0.5 ': . T~ |1>
0.0: T T

0 2 4 6 s 1o x[Al
1:1-Superposition der beiden niedrigsten Eigenfunktionen (mit ihren Zeit-Vorfaktoren!):

V(nt) = % Iz t) + (1))} (321)

{
S sin (zx> e Bt/ gin Q—Wx e~ Eat/h (322)
Vva a a
1 , 2 .
= Ja e it/ {sin <ga:) + sin (%x) e_Z(EQ_El)t/h} (323)

Der Vorfaktor exp(—iE1t/h) ist uninteressant; physikalisch relevant ist nur der
Faktor exp(—i(Ey — E1)t/h), der das relative Gewicht der beiden Zusténde in
der Superposition bestimmt. Dieser Faktor ist zeitabhingig; wir erhalten z.B.:

fiir t =tg=0 : e FmBl/h (324)

h , :
fir ¢t =11y = E;T B . e B B)hp/h _ omim (325)

Zu diesen Zeiten ergeben sich also diese Superpositionen:
t=ty : Wz, ty) = {t1(z) + o)} (326)
f
t=tip @ V(z,ty) = \/—Wl( x) — ()} (327)
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R

oy
s

probability

Wir erhalten also eine zeitabhingige Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte =

nicht-stationdrer Zustand! Ausfiihrlichere Berechnung ergibt folgenden Zeitver-
lauf:

LI e B b T LIS R ) L |

t=1.125

t=1.000

t=0.875

t=0.750

t=0.625

t=0.500

t=0.375

t=0.250

t=0.125

PSR TY

v o T Y Y I v

0 L
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Die Energie dieses Zustands ist aus Gl. 316 mit A = H berechenbar:

Wegen H Yy, = Ep, und (U |10n,) = Oy erhalten wir (mit korrekter Normierung
des Gesamtzustands):

. 1 1 1
(P|H|P) = §(E1 + By) = §E1 + §E2 (328)

= Grundpostulat der Quantenmechanik sagt: jede Einzelmessung liefert
e mit 50% Wahrscheinlichkeit den Wert E£;, und
e mit 50% Wahrscheinlichkeit den Wert FEs.

Eine erneute Messung danach liefert immer wieder nur denselben Wert (Kollaps
der Wellenfunktion). Diese Mefivorginge werden nicht durch die Schrodinger-
gleichung beschrieben! Mit der Schrodingergleichung berechnbar sind nur die
Mefiwertwahrscheinlichkeiten (hier 1/2 und 1/2).

In diesem Sinne sind also

e gequantelte Eigenenergien in gebundenen Potentialen die einzig erlaubten
( = die einzig mefibaren);

e aber die zugehorigen stationdren Zustdnde sind nicht die einzig erlaubten.

Es gibt zusétzlich eine unendliche Vielfalt weiterer Zusténde, die jedoch alle
zeitlich verdnderlich sind.

Unbedingt empfehlenswert ist die interaktive Demonstration solcher Superposi-
tionen (mit 1:1-Gewichtung, aber auch beliebigen anderen Gewichten) unter:
http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/en/index.html,

dort: — ,Quantum superposition in one dimension“ — ,Superposition of two
stationary states — Another view*

71



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

E
Fangfrage: (V] 1 ’ﬁ
2.0
Wie kommt das Teilchen im Kasten im 15 \/ 12)
1. angeregten Zustand von links nach
rechts, iiber den Knoten mit [¥]? = 0 -
hinweg? ]
0.5-: 11>
0.0: LN R S B

Diese Frage ist falsch gestellt!

e 1. Teilantwort: (stationir, zeitunabhéngig)
— In stationdren Zustédnden gibt es keine physikalisch relevante Bewegung.

— Im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist z(¢) keine zwangsléufig ein-
deutige GrundgroBe; stattdessen sind z und t un(!)abhéngige Variable
in U(z,t).

— Die Frage verlangt eine Antwort der Art: ,Zur Zeit t ist das Teilchen
sicher am Ort X und nicht am Ort Y* eine Information dieser Art
ist im stationdren Zustand W(z,t) aber nicht enthalten. = die Frage,
wie es von X nach Y kam, ist sinnlos, weil es nie nur an X und nie
nur an Y ist.

— Das Teilchen ist “gleichzeitig(!)” an X und Y (exakter: mit Wahr-
scheinlichkeiten, die sich aus W? ergeben).

— Beste klassische Analogie: 1.Oberton einer rechts und links einge-
spannten Saite: “Wie kommt die Schwingung von links nach rechts?”
Legitime Antworten: (1) gar nicht, (2) sie ist gleichzeitig links und
rechts.

e 2. Teilantwort: (zeitabhéngig)

— In einem geeignet gewahlten nicht-stationdren Zustand ist das Teilchen
(nahezu) sicher in der Umgebung des Ortes X und nicht in der
Umgebung des Ortes Y — was sich aber mit der Zeit dndert (s.o.);

— dabei kénnen sich ggf. vorhandene Stellen mit |¥|? =0 oder |¥|> ~ 0
mitbewegen oder erscheinen und verschwinden (s.0.);

— in jedem Fall ist das nicht mehr der urspriinglich betrachtete stationére
Zustand, sondern ein zeitabhéngiges Wellenpaket (s.u.)
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Wie klassisch ist quantenmechanische Dynamik?

Das Ehrenfestsche Theorem besagt:

Die Erwartungswerte quantenmechanischer Operatoren erfiillen die
gleichen Bewegungsgleichungen wie die entsprechenden klassischen Ob-
servablen in der klassischen Beschreibung.

Aus der Herleitung (siehe (Appendix)) wird klar, daf§ dies jedoch nur gilt fiir
e konstante, lineare oder quadratische (harmonische) Potentiale

e ansonsten nur fiir hinreichend kurze Zeiten ( = kompakte Wellenpakete).

Aber selbst in einem 1D-harmonischen Oszillator ist fiir kompliziertere Start-
wellenpakete die Ehrenfest-Trajektorie nicht mehr hilfreich, siehe Beispiele in
http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/en/index.html !
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Wellenpakete beim freien Teilchen

Die Eigenfunktion eines freien Teilchens mit Impuls p lautet zeitabhéingig:
‘Il(x,t) _ Ae—iEt/heipx/h _ Aez’(px—Et)/h (329)

Nach der Eulerschen Gleichung exp(i¢) = cos¢ + isin¢ lautet der Realteil
dieser Funktion:

Re{W(x,t)} = Acos{(pxr — Et)/h} (330)

Zur Zeit t =0 ist der Realteil also eine Cosinus-Funktion (mit Maximum bei
x = 0); zu anderen Zeiten ist diese Cosinus-Funktion phasenverschoben:

Re(¥)p  poides att=0

/ mm e with U,
later
W;

Die Position des Maximums bei t = 0,z = 0 befindet sich zu allen Zeiten an
der Stelle, an der das Argument der Cosinus-Funktion Null wird:

(pr — Et)/h=0 = r=FEt/p (331)
Dieser Punkt bewegt sich also mit der Geschwindigkeit
v,=x/t=F/p (332)

Diese Phasengeschwindigkeit v, ist problematisch:

e sie hingt vom Nullpunkt der Energieskala ab; tatsdchlich kann sie sogar
grofer als die Lichtgeschwindigkeit werden;

e sie hat keine physikalische Bedeutung: die Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichte ist immer noch zeitunabhingig:

W (2,1)|? = A%l exp{i(px — Et)/h}|* = A% = A? (333)
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Wie beim Teilchen im Kasten, erhalten wir auch hier erst dann zeitabhéngige
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten, wenn wir Linearkombinationen aus mehreren
stationdren Zustdnden bilden. Im einfachsten Fall der Uberlagerung von nur
zwel stationdren Zustdnden erhalten wir:

\Ij(x’ t) — A {ei(plw—Elt)/h + ei(pﬂ—Eﬂ)/h} (334)
= 24 /PHp)e—(BtE)U/20 g (1) — po)a — (Ey — Fo)t]/2h} (335)

Das Bild zeigt den Realteil bei £ = 0 mit der schnellen Oszillation der Exponen-
tialfunktion (p;+ps)/2h = 2 und der langsamen des Cosinus (p; —pz2)/2kh = 0.1:

lid | bl
L

o

p
e
R,
4

-
-] )

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ist zeitabhéngig:

(U(z,t)]* = 4A% cos® {[(p1 — p2)x — (Ex — E)t]/2h} (336)
Der Punkt, fiir den das Argument des Cosinus Null wird, liegt bei:
By — Egt

P1— P2
Also bewegt sich das Wellenpaket mit der Gruppengeschwindigkeit
E,—FE AFE
vy == L2 (338)
t p—p2 Ap

(siche auch: http://www.chem.unifr.ch/ma/dir_allan/SuperWave.html)

(p1 —p2)z — (B1 — Ep)t =0 = T (337)

Ein klassisches Teilchen der Masse m, das sich mit Geschwindigkeit v bewegt,
hat die kinetische Energie
1 P>
E = -mv*=—
5 . (339)

Daraus ergibt sich die Geschwindigkeit v durch:
dE d p? _2p
dp  dp2m 2m m

=0 (340)
Das Wellenpaket bewegt sich also mit der Geschwindigkeit eines klassischen
Teilchens (keine Uberraschung: s.o. Ehrenfest!)

Realistische Wellenpakete ergeben sich erst bei Uberlagerung vieler stationérer
Zustéande:
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Ein reprasentativer Grenzfall ist das Gauflische Wellenpaket:

\/a r _a k—kq i,lm 2 ikoxr —x%/a*
\If(x,t = 0) = W e 4 ( )’ dk = @ e e / (341)
\/a r — 2 (k—kq ’k::v—E k)t/h
U(r,t) = G | €  (k—ko)? gilka—E (/M (342)

Man kann zeigen'?, daff die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte |¥(x,t)| fiir
alle Zeiten t eine GauBfunktion ist, mit Zentrum bei x = wvgt, wobei die
Gruppengeschwindigkeit (s.u.) gegeben ist durch v, = vy = hko/m. Die Breite
dieses Gaufl-Wellenpakets dndert sich jedoch mit der Zeit:

A Wi, 0)?
-+
— —
/\ . /\ 3
t<0 t=290 t>0

FIGURE 1

For negative ¢, the gaussian wave packet decreases in width as it propagates. At time 7 = 0, itisa
“minimum” wave packet : the product Ax . Ap is equal to /2. Then, for ¢ > 0, the wave packet
spreads again as it propagates.

12 C. Cohen-Tannoudji, B. Diu und F. Laloé ,Quantum Mechanics®, Wiley, New York, 1977; Band 1,
complement Gj.
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Wellenpakete in verschiedenen Potentialen

http://www.fen.bilkent.edu.tr/~yalabik/applets/t_d_quant.html zeigt
zeitabhédngige Wellenpakete in vom Benutzer per Maus gezeichneten Potentialen.

Harmonischer Oszillator

Uberlagerung von H.O.-Eigenfunktionen mit gaufiverteilten Koeffizienten erzeugt
ein GauBpaket mit selber Form wie (n = 0)-Grundzustand, aber zeitabhéngiger
Zentrums-Position. Dieses Gaufipaket bleibt fiir alle Zeiten gauBférmig; die
Position des Zentrums oszilliert mit der Frequenz des klassischen Oszillators.

I|I||II|||Il]|lllll|||l|ll|kll”|"1llllll !IIIlIIlI||l|I|||II

Verénderbare Animation:
http://www.chem.unifr.ch/ma/dir_allan/SuperWave.html
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Potentialbarriere

nicht-klassischer Effekt: ein Teil des Pakets wird reflektiert, ein Teil bewéﬂtigt
die Potentialstufe. Grund: Das Paket ist kein Zustand einer einzigen Emergie,
sondern aus vielen Zustdnden eines breiten Energiebereichs zusammengesetzt.

A V(x)

a
0 » X

b
0 » X

C
0 —»X

e
d
+—
0 —»X
FIGURE 1

Behavior of a wave packet at a potential step, in the case £ > . The potential is shown in figure a.
In figure b, the wave packet is moving towards the step. Figure ¢ shows the wave packet during the
transitory period in which it splits in two. Interference between the incident and reflected waves are
responsible for the oscillations of the wave packet in the x < 0 region. After a certain time (fig. d),
we find two wave packets. The first one (the reflected wave packet) is returning towards the left ; its
amplitude is smaller than that of the incident wave packet, and its width is the same. The second
one (the transmitted wave packet) propagates towards the right; its amplitude is slightly greater
than that of the incident wave packet, but it is narrower.

Animationen in 2D und 3D:
http://newton.phy.bme.hu/education/schrd/index.html
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Doppelminimumpotential

Linearkombination der beiden niedrigsten Eigenfunktionen ergibt ein zwischen
beiden Minima oszillierendes Paket:

S

N

Diese Oszillation ist umso schneller, je gréfler die Tunnelaufspaltung zwischen
den beiden stationéren Niveaus ist, bzw. je ,,durchléssiger” (niedriger, schmaler)
die Barriere zwischen den Minima ist.

Chemischer Bezug: Isomerisierung (Ammoniak, usw.)
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Fufinote:

Unter http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/en/index.html gibt
es dazu eine provokante Animation: — ,Quantum superposition in one dimen-
sion“ — ,,NH3 oscillations®.

In Analogie zum obigen Sketch wird dort behauptet:

e Beim Tunneln eines links in einem Doppelminimum lokalisierten Zustands
durch die Barriere nach rechts ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der
Barriere nie sehr grof3 (faktisch geht sie bei sehr hohen und/oder breiten
Barrieren im Inneren gegen Null).

e Daher sei ein Tunneln der H-Atome im NHj3 von einem pyramidalen
Minimum ins andere nicht als kontinuierliche ,,Umklapp-Bewegung” zu
verstehen, sondern als ein Verschwinden auf der einen und ein Auftauchen
auf der anderen Seite.

e Die Verallgemeinerung auf andere Tunnelprozesse wird nicht gemacht, aber
man konnte versucht sein, diesen falschen Schlufl zu ziehen.

Richtiger ist jedoch:

e Tunneln durch ,Verschwinden auf der einen und Wiederauftauchen auf der
anderen Seite“ ist tatséchlich in exotischen Spezialfillen moglich, z.B.
dann, wenn der Anfangszustand eine Superposition eines , gerade®/, ungerade“-
Zustandspaares ist und keine anderen Komponenten enthélt. Wie im Bei-
spiel von Gl. 321 ff. setzt sich dann die gesamte Zeitentwicklung additiv
aus diesen beiden Zusténden (mit ihren Zeitvorfaktoren) zusammen. Sind
diese beiden Zusténde in der Barriere nicht signifikant von Null verschieden,
kann auch die Gesamtwellenfunktion W(z,t) dort nie signifikant verschieden
von Null sein:
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e Im Regelfall sind Wellenpakete aus mehr Komponenten zusammengesetzt
und enthalten auch Anteile von Eigenzustinden, die energetisch iiber der
Barriere liegen und damit in der Barriere signifikant verschieden von
Null sind. Das dann stattfindende Tunneln ist kein Verschwinden und
Wiederauftauchen, sondern entspricht viel eher dem erwarteten ,rdumlich
kontinuierlichen“ Verhalten:

Ende der Fufinote
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Potentialtopf mit diinnen Wanden: Resonanzen

Ein Teil des Pakets wird reflektiert, ein Teil ,, geht durch“ (per Tunneln und/oder
tiber die Barrieren). Wenn die mittlere Energie des Wellenpakets nahe einer
Resonanz liegt (Eigenenergie eines quasi-gebundenen Zustands im Potentialtopf),
bleibt ein Teil des Pakets temporédr im Topf gefangen, mit einer Form nahe
dem entsprechenden Eigenzustand eines Teilchens im Kasten.

/3 il

Vi

Al
V V S resonance
P
N N\ .
U
N .
\

Dieser Fall ist der voreingestellte Standardfall im Applet
http://www.fen.bilkent.edu.tr/~yalabik/applets/t_d_quant.html
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Losung der zeitabhdngigen Schrodingergleichung

s.0.: Diese Superposition

U(z,t) = Z cpe Bty (1) = Z Cnp(t) Pp(x) (343)

n n

mit den stationdren(!) Eigenfunktionen 1,(x) aus

ist bereits eine Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung!
(wie allgemein sie ist: s.u.!)

Praxisprobleme dabei:

e vollstdndige Sétze von Eigenfunktionen von H enthalten typischerweise
unendlich viele Funktionen

e und bei realen chemischen Systemen meist auch ungebundene Funktionen
mit kontinuierlichem (,,unendlich dichtem®) Eigenwertspektrum.

= Gln. 343,344 sind keine geeignete Standardstrategie zur Losung der zeitab-
héngigen Schrodingergleichung!

Trotzdem gilt: Wenn in gewissen Ausnahmeféllen
e alle(!) Eigenfunktionen schon berechnet wurden

e oder Zeitverhalten nur im begrenzten Unterraum weniger (schon vorlie-
gender) Eigenzustdnde gewiinscht ist (surface hopping!)

dann ist obige Strategie sinnvoll und evtl. sogar optimal (weil sehr einfach!).

Sonst: andere, “direktere” Losung der zeitabhdngigen Schrodingergleichung nétig!
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Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung: Ubersicht

Wenn der Hamiltonoperator H explizit zeitunabhéingig ist, kann die zeitabhén-

gige Schrodingergleichung 5
iho W(t) = HU(t) (345)

unter Ignorierung der Ortsabhéngigkeit von W direkt und einfach integriert
werden (Appendices Operatoralgebra und Propagator), mit dem Resultat:

U(t) = e BN (¢ = 0) (346)
Diese Gleichung definiert formal einen neuen Operator, den (Zeit-)Propagator:
() = U(t,to)T(ty)  mit Ut ty) = e Hlt)/h (347)

Wenn das Eigenwertproblem fiir H vollstandig gelost wére, kénnte man den
Propagator in der Basis der FEigenfunktionen [¢);) zu den Eigenwerten FE;
darstellen (vgl. oben, und siehe (Appendix)):

U(t,to) = Y e U0 Ma) (g (348)
wodurch das Zeitpropagationsproblem gelost wére. Da dies in der Praxis selten
machbar ist, mufl man andere Mdoglichkeiten finden, den Propagator auszu-

driicken. Dabei ist manchmal der infinitesimale Propagator U(t+dt,t) hilfreich
= erste beide Terme der Taylorreihe der Exponentialfunktion in GIl. 347:

A~ ~

U(t + dt,t)

- gﬁ (t) dt (349)

Der infinitesimale Propagator ist fiir infinitesimale Zeitschritte dt exakt. Man
kann zeigen, dafl U(t + dt,t) und damit auch U(t,ty) unitér sind; notwendig,
damit Norm von W bei Propagation erhalten bleibt. (Appendices)

Wenn H explizit zeitabhéngig ist, wird der Formalismus komplizierter (Appendices);
eine iterative Losung der sich ergebenden Integralgleichung liefert die formale
Losung!?

A~

t
Ut tg) =T { exp —% / H(t) dt (350)
to

mit dem Zeitordnungsoperator T. Diese ist fiir uns wenig hilfreich. Einige der
unten eingefithrten Propagationsalgorithmen bleiben aber anwendbar.

13 E. Fick: ,Einfithrung in die Grundlagen der Quantentheorie“, Aula-Verlag, Wiesbaden, 1968/1988, Kapitel
3.5.7; A. L. Fetter und J. D. Walecka: ,Quantum theory of many-particle systems®, McGraw-Hill,
New York, 1971, Kapitel 3.6
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Propagation mit finiten Differenzen

Grundidee: diskretisiere den infinitesimalen Propagator

Naive Diskretisierung des infinitesimalen Propagators zu

Ut + At,t) ~1 - %Atﬁ[ (351)

resultiert in der Propagationsvorschrift
U(t+ At) = W(t) — %At HU(t) (352)

Dieses Schema ist numerisch instabil und verletzt die Zeitumkehrsymmetrie.
Ein besseres Verfahren resultiert aus folgendem Trick: Wir betrachten einen
Vorwéarts- und einen Riickwérts-Propagationsschritt:

A

U(t+dt) = U(t+dt,)T(t) (353)
U(t—dt) = U(t—dtt)¥(t) (354)

Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist:
U(t+dt) —U(t —dt) = [Ut+dt,t)— Ut —dt,t)]¥(t) (355)
— [i- %dt H—(i+ %dt () (356)
- —Q%dt HU(1) (357)

Naive Diskretisierung liefert jetzt:
U(t+ At) = U(t — At) — 2%& HU(t) (358)

Dieselbe Vorschrift resultiert auch, wenn man in der zeitabhingigen Schro-
dingergleichung die Zeitableitung durch eine geeignete finite-Differenzen-Formel

ersetzt:
0 \I!(tJrAt) — ‘If(t—At)

o v(t) = A (359)

Das resultierende Schema Gl. 358 heifit second order differencing (SOD). Der
Fehler ist von der Ordnung (At)®.

Besonderheit von SOD: Norm und Energie sind nicht im {iiblichen Sinn Erhal-
tungsgrofen; stattdessen gilt:

(Ut — A W(2)) = (U(t)|T(t — At)) ~ const. (360)
(U(t — At)|H|T(t)) =~ const. (361)

Andere Matrixelemente sind auf dieselbe Weise zu bilden.

Schemata hoherer Ordnung wurden vorgeschlagen, haben sich aber in der Praxis
gegeniiber anderen Propagationsmethoden nicht durchsetzen konnen.
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split operator (SPO)

Grundidee: Vereinfache den Gesamt-Propagator durch Aufspaltung in Teil-Terme,
die fiir sich genommen einfacher zu behandeln sind.

Der exakte Propagator
U(t) — e—iﬁt/h — e—’L(T'i‘V)t/h (362)

ist von der Form exp[A(A+ B)], wobei die Operatoren A und B nicht kommu-
tieren = Eine Trennung dieser Terme in exp[AA]exp[AB] ist nicht exakt, aber

trotzdem wiinschenswert, da sie oft unterschiedlich behandelt werden (siche
z.B. FFT-Methode).

Einfachste Néherung (mit A = —iAt/h): first-order splitting
AA+B) — MAB %[A, E])\Q + O\ (363)
Besser: second-order splitting
MATB) = A2ABAA/2 | 2—14[21 +2B,[A+ BN + O\ (364)
Aufspaltung héherer Ordnung wurden als effizienter vorgeschlagen, werden aber

nicht allgemein verwendet.

Verwendungsstrategie: Jeder Term der Form exp(\O) wird in einer Darstellung
berechnet, in der er diagonal ist = Bildung der Exponentialfunktion ist dann
trivial. Aber: Schnelle Transformationen zwischen den Darstellungen nétig!

Praxis-Probleme:

e ¢ und p, sind niemals gleichzeitig diagonal =- split-operator ist nicht
anwendbar fiir Hamilton-Operatoren, die gemischte Terme des Typs Zp,
enthalten.

e Propagation auf mehreren elektronischen Potentialflachen in (nicht-diagonaler)
diabatischer Darstellung erfordert zusétzliche Transformationen zur (dia-
gonalen) adiabatischen Darstellung und zuriick.

14 bei Physikern heifilen solche Aufspaltungen “Trotter factorization”, bei Mathematikern “Strang splitting”.
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short iterative Lanczos (SIL)

Grundidee: Propagation durch Diagonalisierung, jedoch
e nur in einer kleinen Basis = gut nur fir kurzen Zeitschritt;
e Basisfunktionswahl so, daff Diagonalisierung einfach.

Die Taylorreihen-Entwicklung des Propagators lautet:

exp(—iHt/h)¥(x,t =0) ~ S (_iliﬂﬁkqf(x,tZO) (365)
k=0 )
p—1 i k
- %wm) (366)
k=0

Die Vektoren {13} = {¥, HU, H*>¥, ...} spannen den sogenannten Krylov-Raum
auf. Sie sind i.A. nicht orthogonal aber linear unabhéingig, wenn ¥ (x,t = 0)
eine Linearkombination von wenigstens p exakten Eigenfunktionen von H ist.

Ausgehend von den Startvektoren

¢p_1=0 Po = V() (367)

kann man mit der Lanczos-Iteration
Bn—k{gbwrl = (ﬁ - an)¢n A_ Bngbn—l (368)
wobei ap = <¢n‘H‘¢n> ) Bn = <¢n71|H‘¢n> (369)

einen Satz {¢} orthonormaler Basisvektoren erzeugen, die denselben Unter-
raum wie die Funktionen {¢;} aufspannen und in denen die Hamiltonmatrix
tridiagonal ist:

(ozo Bo O - 0 0 )
Bo an By -+ O 0

e (70
0 0 o --- Op—2 Bpfg

Ko 0 0 - Bpo ap1 )
Tridiagonale Matrizen sind besonders leicht und schnell diagonalisierbar.

Die resultierenden Eigenwerte und -vektoren werden verwendet, um W(x,t) bis
zur Zeit t 4+ 7 zu propagieren. 7 kann aus der Forderung bestimmt werden,
dafl der Koeffizient der letzten Basisfunktion ¢, ; einen vorgegebenen, kleinen
Wert nicht iiberschreiten soll.

Von diesem Punkt W(z,t+ 7) wird dann die Prozedur neu gestartet.
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Chebyshev

Grundidee: Optimale, explizite Rethenentwicklung des Propagators.

Die Approximation des Propagators durch eine endliche Reihe von Polynomen
P, lautet allgemein:
N
exp(—iHt/h) = Y a,P(—iHt/h) (371)

Fiir Chebyshev-Polynome der 1. Art ist

e der maximale Fehler der N&herung minimal, im Vergleich zu anderen
Polynomen;

e der Fehler im Intervall gleichmé&fig verteilt

Es erweist sich als giinstig, nicht die normalen Chebyshev-Polynome zu ver-
wenden,

T, (x) = cos(n arccos ) : T, (cosB) = cos(nb) (372)
die orthogonal zur Gewichtsfunktion (1 — 22)~"/? sind,
1
T, ()T (x)d
/ @ Tn@)de _ o 4 (373)
-1 vV 1-— $2

sondern die komplexen Chebyshev-Polynome

On(w) =1"Ty(—iw) , w € [—1,1] (374)

5
P
K\
- L\
o

Fioure 22.8. Legendre Polynomials P,(z),
n=2(1)5.

=
FiguRE 22.6. Chebyshev Polynomials T,(z),
n=1(1)5.
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Um mit diesen Polynomen ¢,(w) den Propagator exp(—iHt/h) entwickeln
zu konnen, miissen wir den Hamilton-Operator H von seinem eigentlichen
Eigenwertspektrum [E,in, Epin + AFE] auf das Intervall [—1, 1] skalieren:

. H— (AE/2 + Epin)l

Hnorm =
AL/ (375)
Damit lautet nun die Entwicklung:
N
U(t) ~ exp{—i(AE/2 + E,,)t/h} Z an(AEt/2R)dn(—iHporm)¥Y(t = 0) (376)
n=0

Die Chebyshev-Polynome konnen einfach iiber ihre Rekursionsbeziehung be-
rechnet werden:

¢n+1 — _2iﬁnorm¢n + ¢n—1 (377)
Diese Rekursion beginnt mit
do=1 , 1= —iHurm (378)

Beachte: In diese Beziehungen geht die Propagationszeit ¢ nicht ein, sie erfordern
aber die meiste Rechenzeit.

Die Entwicklungskoeffizienten a, werden wie iiblich durch Projektion der zu
entwickelnden Grofle (hier: des Propagators, in der skalierten Koordinate w)
auf die Entwicklungsfunktionen (hier: die Chebyshev-Polynome). Das dabei
entstehende Integral kann analytisch gelost werden:

an(AEt/2h) = /_ exp(iAE %@l(w)dw 570
2Ju(AEt/2h) , n>0
- { J(AEt/2h) | n=0 (380)

wobei die J, die iiblichen Besselfunktionen 1. Art sind.
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Fiir festes Argument ( klingen die Besselfunktionen J,(8) exponentiell ab,
sobald n > f = die Linge N der Entwicklung kann abgeschitzt werden aus

N > AEt/2h (381)

und verdndert sich nicht stark mit dem Genauigkeitsanspruch (,,Alles-oder-
Nichts“-Verhalten). Im Bild: J,(5) als Funktion von n, fir g = 100. Beachte
auch: oszillatives Verhalten fiir § < 100 = n < [ ist i.A. noch nicht einmal
eine mafig gute Approximation.

0 20 40 60 80 100 120

Durch diese Chebyshev-Entwicklung erhédlt man die Wellenfunktion ¥ zunéchst
nur zur Propagations-Endzeit ¢, ohne Informationen zwischen ¢, und ¢. Durch
einfache und schnelle Neuberechnung der Entwicklungskoeffizienten a,, nach Gl.
380 fiir andere, intermedidire Zeiten und erneute (teilweise) Aufsummierung der
Reihe (unter Verwendung der bereits vorher berechneten Chebyshev-Polynome)
ist ¥ jedoch auch zu dazwischenliegenden Zeiten zugénglich.

Taylor-Propagation

(...noch zu ergénzen ...)
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Symplektische Propagatoren

In einer Orthonormalbasis (FBR, DVR,...) lautet die zeitabhéngige Schrodin-
gergleichung;:

d
ih- c(t) = He(?) (382)

Per ad-hoc-Definition zweier Hilfsvektoren
q(t) = V2hRec(t) : p(t) = V2hImc(t) (383)

und einer Hilfsfunktion H (die dieselbe Form hat wie die klassisch-mechanische
Hamiltonfunktion fiir gekoppelte harmonische Oszillatoren)

1 1
H(q,p) = —%(PTHP +q'Hq) = o E Hij(pip; + 4iqj) (384)
i

kann man die quantenmechanische Bewegungsgleichung Gl. 382 formal genauso
aussehen lassen wie die Hamiltonsche Form der klassisch-mechanischen Bewe-

gungsgleichungen: 1°
d )
2 At = %H (a,p) =Hp (385)
d 9
Zp(t) = —a—qH(q, p)=-Hq (386)

In der Approximation finiter Differenzen lauten diese Gleichungen:

pi = pi-1—biAtHQ; (387)
q = qi-1taAtHp; (388)
fir ¢+ = 1,2,...,m. Durch Vergleich mit dem exakten Propagator kann man

die Koeffizienten a;,b; so bestimmen, dafl nach m Iterationen q,, und p,,
Approximationen an q(t + At) und p(¢t + At) sind, mit einem Fehler der
Ordnung O(At"™), mit vielen unterschiedlichen Wahlméglichkeiten fiir m,n 1

(Symplektizitdt ist verwandt mit Unitaritédt, erstere ist eine notwendige aber
nicht hinreichende Bedingung fiir letztere. Faktisch ist es trotz der Freiheiten
bei der Koeffizientenwahl a;,b; nicht moglich, symplektische Propagatoren exakt
unitdr zu machen.)

15 diese erfiillen gewisse FErhaltungsbedingungen im Phasenraum, wofiir wiederum die Erfiillung der
sogenannten symplektischen Bedingung notwendig und hinreichend ist, siehe Physik-Lehrbiicher iiber
theoretische klassische Mechanik.

16 viele Varianten in S. K. Gray und D. E. Manonopoulos, J. Chem. Phys. 104 (1996) 7099.
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Methodenvergleich
a 20 At=12 c -3.0
Al=.08 At=.3
-3.01 At=.04 -4.07 At=2
o A1=.03 - At=1
E | § 5.0 4 At=0.08
% -4.01 é
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log(time) log(time)
Fehlerverhalten SOD Fehlerverhalten SPO
_1—- .
2.0
007 \\
Yy ] =31 7 R — SLF
. D 5 \ | )
. -401 e S
[ ) 2 5 -5
S 601 SPO 5 |
5 ] Ko} o SIL-10 :
S 8 7 \
= 1004 1 SiL-12
] SIL '\
-12.0 ’ ~g - \\
— -1 | * e :10
14.0 o M
-16.0 T T v hall g ; ¥ T — " \ g ’
3.0 35 4.0 4.5 50 25 2.7 28 33 3.3 35
log(fft calls) log(effort)
Phasenfehler gegen Aufwand Fehler gegen Aufwand

(m = z: bestimmte Varianten symplektischer Integratoren;
SLF: symplectic leap-frog, ein symplektischer ,Billig-Integrator®;
SO = SPO; CH = Chebyshev)
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Methodenvergleich

SOD

e cinfachstes Schema, sehr einfach zu programmieren

e etwas aus der Mode; besser und ebenso einfach: symplektische Propagatoren

symplektische Propagatoren

e cinfach aber zuverldssig; modern

e viele Varianten — Auswahl ggf. schwierig

split operator

e immer noch einfach zu programmieren; bis auf:
e Matrix-Exponentiation, braucht Darstellungswechsel
e robust

e in einigen der grofiten Rechnungen gebraucht (6D, Zhang)

Lanczos

e schwieriger zu programmieren

e Probleme mit numerischen Ungenauigkeiten an einigen Stellen moglich

Chebyshev

e schwierig zu programmieren:
— subroutine fiir Besselfunktionen
— korrekte Skalierung von H und Riick-Skalierung der Resultate
— Neuberechnung von Koeffizienten fiir intermediére Zeiten
e ,alles oder nichts“:
— nicht moglich: weniger genaue Resultate mit weniger Aufwand

— alle(!) Eigenwerte (auch ,uninteressante* oder gar ,storende“) miissen
in das Intervall [—1, +1] skaliert werden, sonst wird das Schema instabil

o t(rotzdem: theoretisch die beste und effizienteste Methode!
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Komplexe absorbierende Potentiale

Die zeitabhéngige Schrodingergleichung

_OU(t)
ih= = = H(1) (389)

hat bei gegebener Anfangsbedingung W(t = 0) und explizit zeitunabhéingigem
Hamiltonoperator H =T + V die formale Losung

U(t)=U(t,00T(0) mit Ut 0) = exp(—iHt/h) (390)

Wir addieren nun zum Hamiltonoperator H ein rein imaginédres Potential:
Hypoa = H—iW =T +V(R) —iW(R) (391)

Da T und W nicht kommutieren, machen wir jetzt einen Fehler der GroSen-
ordnung exp([T', W]), schreiben aber trotzdem zur Anschauung:

Upiod == exp(—iHt/R) exp(—W (R)t/R) (392)

Daraus sehen wir: Bei Propagation mit diesem modifizierten Hamiltonoperator
wird die Wellenfunkton ¥(R,t) im dem Bereich, in dem W (R) verschieden von
Null und positiv ist, mit der Zeit immer kleiner; numerisch bis zum volligen
Verschwinden.

Beachte: H,,,q ist nicht hermitesch = U, ist nicht unitir = Norm von W
bleibt nicht erhalten (sonst kénnte W auch nicht verschwinden).

Beschrianke W(R) auf Gitterende = ,auslaufende Randbedingungen“: Vorteile:

e endliche Gitter (bzw. quadratintegrable Basisfunktionen) verwendbar; keine
Artefakte durch Reflexionen bzw. Potentialspriinge am Gitterende;

e uninteressante Reaktionskanéle konnen ausgeblendet werden.
Nachteile:
° Amod ist nicht hermitesch = ggf. andere Numerik;

e man kann abstrakt beweisen, dafl es ein W gibt, das ¥ vollstandig absor-
bieren kann, aber dieses exakte W ist nicht-lokal, energieabhéingig und in
seiner Form unbekannt. Reale Ws sind also immer nur Naherungen und
absorbieren nicht vollstandig.
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kein absorbierendes Potential

Norm = 1.0

Norm = 1.0

Norm = 1.0

Norm = 1.0
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ideale Absorption
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imagindres Potential zu steil
2.5 T T T T T T i

imag.Pot.

:

o
=
N
w
>
w
O bl
~
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Form von absorbierenden Potentialen: einfache rein imaginédre und lineare
Formen:

R — R ,
W(R) = —iajx = —i a[# mit AR = R,,40 — Rups (393)

kénnen bereits mindestens 99% der Anteile des Wellenpaktes mit Translations-

energien E; im folgenden Bereich absorbieren:!”
(ar/d)?? < By < (da;)> mit  d= (2up/k*)"?(AR)/10 (394)
1%

~S

Probleme und Loésungen:

e Anfangssteigung sollte Null sein, sonst Reflexion; Endwert a; muf trotzdem
gro3 genug bleiben — verwende bessere funktionale Formen wie etwa
b x exp(—c/x)

e Fiir Form von GI. 393 kann die Bedingung Gl. 394 erfiillt werden, wenn
AR grofler als die de-Broglie-Wellenléinge bei E; ist:

AR> (5/m)A  mit X =h/(2uprE)"? (395)

Mit den notwendigerweise in der Praxis begrenzt breiten absorbierenden
Potentialen sind also paradoxerweise die langsamen Wellenpaketkomponen-
ten (mit groflem \) schwierig zu absorbieren; gerade diese kénnen aber
besonders interessant sein (Langlebigkeit, Schwellenphénomene). — Abhilfe:
addiere ein negatives, reales Potential dhnlicher Form, das die langsamen
Komponenten innerhalb des absorbierenden Potentials beschleunigt, so dafl
sie vom imagindren Teil doch noch absorbiert werden kénnen:

W(R) = —age” " —iaje 7" (396)

17 D. Neuhauser und M. Baer, J. Chem. Phys. 90 (1989) 4351; M. S. Child, Mol. Phys. 72 (1991)
89; T. Seideman und W. H. Miller, J. Chem. Phys. 96 (1992) 4412.
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Dynamik jenseits der Born-Oppenheimer-Approximation

e Zeitpropagation auf nur einer Potentialfliche ist eine N&herung; gerecht-
fertigt wenn die nicht-adiabatischen Kopplungsterme 7) (R) und 77 (R)
klein sind.

e Propagation auf einigen wenigen Potentialflachen ist gerechtfertigt, wenn
deren elektronische Eigenfunktionsanteile zusammen den grofiten Teil der
elektronischen Gesamtfunktion ausmachen.

(siehe Born-Oppenheimer-Separation und -Ndherung). Wechselwirkung mit elek-
tromagnetischen Feldern (Laser usw.) fithrt ebenfalls zu Kopplungen zwischen

Potentialflachen.

Die Potentialflichen entsprechen den elektronischen Eigenfunktionen = in dieser
adiabatischen Darstellung ist der Potentialterm des Kern-Hamiltonoperators
diagonal. Gleichzeitig ist durch die kinetischen Kopplungsterme 77, (R) und
T" (R) der Term der kinetischen Energie nicht-diagonal.

mn

Ergebnisse elektronischer Strukturrechnungen fallen iiblicherweise in dieser adia-
batischen Darstellung an, da dort der elektronische Hamiltonoperator diagona-
lisiert und elektronische Eigenenergien und -funktionen berechnet werden.

Beispiel: LiF (zweiatomiges Molekiil, nicht der LiF-Kristall)

-106.7 - —
i L
' . el [o] 11d
-106.8 Li F B 18 1 P b
; T 7 m TP ° i
7 -1069 | R 144 oo i
= N Lit+F e '“'1281 00°"
E -107.0 LT p— ] 5 o10- o TV |
i e . 5, o o
= | L i Li+F = | . Vi
o | 7 | . i
< -107.14 i L =~ ;
o | 507 A -
\ R /3 i
-107.2 . ¢ i s / 1\
Li*F- | I AN i
-107.3 T T T 7 : . ‘. o eeese e e LT d
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Abbildung 12.1: Potentialkurven fiir die beiden mniedrigsten elektronischen

Zustande im LiF-Molekiil Abbildung 12.2: Adiabatische Dipolmomentkurven und diabatische Dipolmomente

fiir die beiden niedrigsten elektronischen Zusténde im LiF-Molekiil
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Einschub: Nichtiiberkreuzungsregel

Adiabatische Potentialflachen gleicher Symmetrie diirfen sich nicht kreuzen,
sondern bilden hochstens sog. vermiedene Kreuzungen aus; Flachen verschiedener
Symmetrie oder diabatische Flichen diirfen sich kreuzen. (Begriindung: siehe
oben 2-Zustands-Problem)

= eine von mehreren moglichen Situationen: Bei wenigen, bestimmten Konfigu-
rationen hat das Molekiil eine hthere Symmetrie als bei den (meisten) anderen.
In der Situation hoherer Symmetrie gibt es mehr Symmetrierassen, die in den
Situationen niedrigerer Symmetrie zu (deutlich) weniger Symmetrierassen kol-
labieren. = In der Situation hoéherer Symmetrie konnen sich Potentialflichen
kreuzen, die sich in unmittelbarer Nachbarschaft im Konfigurationsraum nicht
mehr kreuzen diirfen = konische Durchschneidung;:

" ——

energy

Elektronische Desaktivierungsprozesse (z.B. nach Photo-Anregung) verlaufen
bevorzugt iiber konische Durchschneidungen.
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Ubergang adiabatische — diabatische Darstellung

-106.95
o B —
& = A
S 10700 -~ g
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g / E, .
= yd Tip
/,/ H
-107.05 : = : i
8 10 12 14 16 18

R [Bohr]

Abbildung 12.3: Adiabatische Potentialkurven und nicht-adiabatische Kopplung
fiir die beiden niedrigsten elektronischen Zusténde im LiF-Molekiil

Eng lokalisierte, starke Variation von 77, (R) und T” (R) mit R (wie w.a. bei
konischen Durchschneidungen) ist fiir Dynamik ungiinstig.

= Ubergang zur diabatischen Darstellung. Das ist eine geeignete Linearkom-
bination der (adiabatischen) elektronischen Eigenfunktionen. = Potentialterm
nicht-diagonal! Dazu fordern wir

% =0  oder g—z = min. (397)
Dadurch minimieren wir die nicht-adiabatischen, kinetischen Kopplungsterme
7! (R) und T” (R) (siche Definition) = kinetischer Energieterm wird im
Idealfall diagonal. Gleichzeitig wird dadurch sichergestellt, dafl die diabatischen
Zusténde ihren elektronischen Charakter nicht abrupt &ndern, sondern i.A. iiber

den ganzen Koordinatenbereich beibehalten.

Diese Darstellungen sind theoretisch vollig adquivalent. In der Praxis zeigen
aber die (Potential-)Kopplungen der diabatischen Darstellung eine einfachere,
glattere Ortsabhéngigkeit als die (kinetischen) Kopplungen der adiabatischen
Darstellung.

-106.95 - - L . 0.02
Lit + F
) o
= Hyo - o]
o T 7 I S
E - Li+F a
< - —
T -107.00 T 1-0.01 5
- . - Hpy =1
= 2
£,
d
Hy,
-107.05 — T f 0
8 10 12 14 16 18
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Abbildung 12.4: Diabatische Potentialkurven und nicht-diagonal Element fiir die
beiden niedrigsten elektronischen Zusténde im LiF-Molekiil

Beachte: Die adiabatische Darstellung ist immer wohldefiniert; die diabatische
aber nicht (aufler fiir 2-atomige Molekiile).
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Diabatisierung am 2-Zustands-Beispiel LiF:

Die adiabatischen, elektronischen Wellenfunktionen ‘Il‘ffé sind Linearkombination
der diabatischen Funktionen W{, (oder umgekehrt):

Ui = cosaR) U] — sina(R) U4 (398)
U2 = sina(R) U] + cosa(R) U4 (399)

Dies kann man auch als Matrix-Vektor-Gleichung mit einer unitdren Transfor-
mationsmatrix U schreiben:

(o) = (ot o) () -

In diesem Spezialfall kann man U durch Diagonalisierung der Dipolmatrix

erhalten: . L
(Yo )=o) (101

0 p Ho1  H22
und erzeugt dabei einen diabatischen Zustand mit moglichst grofiem Dipol-
moment (den ionischen) und einen mit mdoglichst kleinem (den kovalenten).

Mit der dabei gewonnenen Transformationsmatrix U kann man dann aus den
adiabatischen Potentialen die diabatischen Potentiale und Kopplungen erzeugen:

Vi VAN <u Ei(R) 0
(V;i vs )=V 0 mamy )Y (402)

Alternativ kann man aus der Annahme, dafl die diabatischen Wellenfunktionen
orthogonal sind, (U¢|¥%) = d;;, und der Forderung, daf sie sich mit der Geo-
metrie nicht &dndern sollen, O¥¢/OR = 0, einen Zusammenhang zwischen dem
unbekannten Mischungswinkel o und den nicht-adiabatischen Kopplungsmatri-
xelementen herleiten (Appendix):

Ja(R)
R
Ausgehend von einer geeigneten Referenzgeometrie Ry (an der man z.B. die
adiabatischen und die diabatischen Zustdnde gleich setzen kann), kann man
damit den Mischungswinkel an allen Koordinaten R durch Integration der
nicht-adiabatischen Kopplungsmatrixelemente erhalten:

R

a(R) = alRo) + (Ul fug) ar (404)
R
Bei mehr als zwei elektronischen Zustdnden gelten diese einfachen Beziehungen
nicht mehr und man mufl kompliziertere, ndherungsweise Prozeduren zur Dia-
batisierung verwenden. Diese kénnen die Forderung OW?¢/OR = 0 nicht exakt
realisieren. Daher sind diabatische Darstellungen in der Praxis eine Né&herung;
und diese kann mehr oder weniger gut sein.

a 8 a
(w3t = (403)
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Propagation auf mehreren Potentialflachen

Fiir zwei gekoppelte Zustdnde lauten die Propagationsgleichungen im adiaba-
tischen Fall (Appendix):

0 . 2 [ .
Zh& x1 = Tnxi+ Z {QTTIn’l + 7;{L,1i| Xm + El(R) X1 (405)
m=1
) A
iha x2 = Tnxe+ Z [2T1/,n + Tllln:| Xn + E2(R) x2 (406)

n=1

Kopplungen zwischen den adiabatischen Potentialflichen erscheinen also in der
kinetischen Energie, wahrend die potentielle Energie diagonal ist.

In der diabatischen Darstellung erhélt man (Appendix):

L0 -
Zﬁa x1 = Taxxa+ Viix: + Vidxe (407)
.0 5
zha X2 = Tnxs+ Vﬁ)ﬁ + Vg%)@ (408)

Wihrend hier die kinetische Energie (i.A. nur ndherungsweise) diagonal ist,
gibt es Kopplungen in der potentiellen Energie.

In jedem Fall wird die Schrodingergleichung von einer skalaren Gleichung auf
mehrere gekoppelte skalare Gleichung oder dquivalent auf eine Matrix-Vektor-
Gleichung (mit z.T. nicht-diagonalen Matrizen) erweitert. Der Speicheraufwand
fiir die Darstellung und der Rechenaufwand fiir die Propagation steigen qua-
dratisch bzw. linear mit der Anzahl der Potentialflichen, was gegeniiber dem
exponentiell skalierenden Dimensionalitdtsproblem keine echte Beschrinkung
darstellt.

Eigentliche Praxisprobleme: (zeitunabhéngige) Berechnung der Potentialflachen
selber sowie deren Kopplungen:

e Berechnung einer ausreichend hohen Anzahl von Punkten: in 3D bei 10
Punkten pro Freiheitsgrad bereits 1000 ab-initio-Rechnungen notig;

e Berechnung angeregter Zustédnde ist teurer, weil bessere Beriicksichtigung
der Elektronenkorrelation notig;

e Berechnung der Kopplungsmatrixelemente nicht in allen Quantenchemie-
Programmen Standard;

e Diabatisierung ist eine Kunst: viel Handarbeit; Beschrinkung auf nur
wenige angerege Zustédnde erfordert u.U. einige Tricks und Gliick. ..

e on-the-fly-Diabatisierung problematisch.
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Adiabatisches Theorem

Mit abstrakter Argumentation (Appendix) kann allgemein gezeigt werden:

Ein physikalisches System bleibt in seinem instantanen Eigenzustand,
wenn eine Storung das System hinreichend langsam veréndert und sich
der Eigenwert hinreichend von den iibrigen Eigenwerten unterscheidet.

oder formaler ausgedriickt:

Wenn U(t = 0) eine Eigenfunktion von H(t = 0) ist, bleibt im Limit
eines unendlich langsam verénderlichen H(¢) die Wellenfunktion W(¢)
immer eine Eigenfunktion von H(t).

Im Spezialfall eines lokalisierten, zeitabhéngigen Wellenpakets der Kernbewe-
gung auf mehreren (gekoppelten) elektronischen Potentialflichen kann man
die sich unter der Wellenpaketbewegung #ndernden Potentialflichen mit der
Zeitabhingigkeit von H #quivalent setzen und erhilt die Aussage:

Im Limit unendlich langsamer Kernbewegung verbleibt das System im
anfinglichen adiabatischen Zustand, auch durch (vermiedene) Kreu-
zungen und konische Durchschneidungen hindurch.
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Landau-Zener-Formel

Im 2-Zustands-Problem (s.S. 11) ist Adiabatizitdt die (ungefihre) Gleichheit
der gestorten Eigenwerte £y mit den ungestorten Ej,. In Kombination mit
Gl. 859 14t sich daraus die folgende Adiabatizitédtsbedingung herleiten:

2WE
hv|AF|

> 1 (409)

mit der (konstanten) Geschwindigkeit v der Bewegung des Systems durch
den Kreuzungspunkt (A = 0) und dem Unterschied AF der Steigungen der
Potentialkurven am Kreuzungspunkt.

Die Form der Bedingung 409 ergibt sich auch aus folgenden Argumenten:

e Zeit-Energie-Unschéarfe: AFE x 7 > 2wh, interpretiert als: ist die Aufent-
haltszeit 7 im Kreuzungsbereich klein genug, kann das System auf einen
Zustand mit um AFE anderer Energie wechseln.

e an Kreuzung gilt: AE =2Wi, (s.S. 11)

e 7 = Kreuzungsbreite a / Geschwindigkeit v;
Kreuzungsbreite kann aus Taylorreihen fiir die Potentiale (Terme 0. und
1.0rdnung) abgeschitzt werden zu: a ~ AE/|AF)|

Aus einer zeitabhédngigen Betrachtung leiteten Landau und Zener 1932 folgen-
de Wahrscheinlichkeit fiir den Wechsel des Systems von einem adiabatischen
Zustand zum anderen her, beim Durchgang durch eine (vermiedene) Kreuzung:

—27WE
—oxp [ 220 A1
p = exp ( NG ) (410)

(die traditionelle Herleitung davon ist linglich und obskur ¥, kiirzlich erschien
eine kiirzere ', die aber auch nicht ganz einfach ist. Die einfachste mir bekannte
Herleitung ist 20.)

In jedem Fall folgen diese Faustregeln:

e bei kleiner Geschwindigkeit und/oder starker (diabatischer!) Kopplung folgt
das System dem adiabatischen Zustand;

e bei grofler Geschwindigkeit und/oder schwacher Kopplung folgt das System
dem diabatischen Zustand.

18 referiert z.B. in E.-M. Graefe, Diplomarbeit, TU Kaiserslautern, 2005.
19 C. Wittig, J. Phys. Chem. B 109 (2005) 8428.
20 A. C. Vutha, Eur. J. Phys. 31 (2010) 389.
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Eigenfunktionen durch Zeitpropagation:

I: Propagation in imaginirer Zeit 2!

Die normale zeitabhéngige Schrodingergleichung

0 A
ihaﬁl(x,t) = HV(x,t) (411)
hat die formale Losung
U(z,t) = e HIM Y (2, t = 0) (412)

bzw. nach einer Entwicklung in stationédre Eigenfunktionen ,(z):

U(x,t) =) cpe Bty () (413)

n

Als rein mathematischen Trick kann man eine imagindre Zeit 7 = it einfiihren.
Die zeitabhingige Schrédingergleichung in dieser neuen Variablen 7 lautet dann:

0 A
h—V(x,7) = HV(z,T) (414)
or
Die formale Losung dieser neuen Gleichung lautet analog zu oben:
U(z,7) = e A" (z, 7 = 0) (415)
bzw. wiederum in Eigenfunktions-Entwicklung:

U(z,7) = cae My, (2) (416)

n

Propagiert man eine beliebige Anfangswellenfunktion

U(z,7=0)= Z an () (417)
in imagindrer Zeit 7, ist nach Gl. 416 der Anteil der i-ten Eigenfunktion
¥; nach der Propagations,zeit* A7 um exp|—(FE; — Ey)AT7/h| gegeniiber dem
Grundzustand 1, zuriickgegangen. 1)y selbst klingt ebenfalls exponentiell ab
(wenn auch am langsamsten); dem kann man mit periodischer Renormierung
von V(z,7) entgegenwirken. = nach ausreichend langer Propagation einer
beliebigen Startfunktion in imagindrer Zeit nach GIl. 415 erhdlt man also
die Wellenfunktion des Schwingungsgrundzustands — ohne vorherige Kenntnis
irgendeiner der FEigenfunktionen ,(x), also ohne Matrixdiagonalisierung.

21 R. Kosloff und H. Tal-Ezer, Chem. Phys. Lett. 127 (1986) 223.
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Ist die Schwingungswellenfunktion des Grundzustands 1)y, bekannt, kann man
die Funktion des 1. angeregten Zustands ganz analog erzeugen, indem man bei
jedem Propagationsschritt in imagindrer Zeit zusétzlich die bereits bekannte
Funktion 1y von der aktuellen Wellenfunktion abzieht (,herausprojiziert®). Da~
durch kann man sukzessive den gesamten Eigenfunktionensatz {1, (z)} erzeugen.
Die zugehérigen Eigenenergien folgen jeweils trivial aus F; = (¢ (z)|H|i(z)).

Vorteile:
e niedrigste Eigenfunktionen schnell und billig:
— ohne Ballast der hoheren (i.Ggs. zur Matrixdiagonalisierung)

— Eigenfunktion ist direktes Resultat der Propagation in imaginérer Zeit;
keine weiteren Operationen notig;

e Startfunktion W(z,7 = 0) beliebig, z.B. Deltafunktion auf einem Gitter-
punkt;

e auch noch praktikabel, wenn Hamiltonmatrix zu grofl fiir Computer (nur
Matrixzeile x Vektor notig);

e Eigenfunktionen werden in Darstellung erzeugt, die direkt fiir Propagationen
weiterverwendet werden kann.

Nachteile:

e Ergebnis ist nicht das ganze Eigenfunktionsspektrum; fiir jede Eigenfunktion
neue Rechnung notig;

e energetisch hohere Funktionen nicht direkt zugénglich; alle(!) tieferen miis-
sen zuvor bekannt sein;

e Fehler der energetisch tieferen Funktionen akkumulieren sich in den hoheren.
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Eigenfunktionen durch Zeitpropagation:

Il: Propagation in realer Zeit

Im Prinzip gilt (vgl. Fourier-Reihe und -Transformation!):
Fourier-Transformation der zeitabhingigen Wellenfunktion (z,t) von der Zeit-
in die Energiedoméne, mit Energiewert F im Fouriertransformationskern, ergibt
direkt die Eigenfunktion zum Energieeigenwert E':

U(x, ) /w(x,t) !B (418)

Damit sind Kontinuumsfunktionen zu vorgegebenem FE direkt berechenbar. Le-
bensdauer der Kontinuumsfunktion (x,t) endlich = nach endlicher Zeit verldfit
Y(x,t) das ,Wechselwirkungsgebiet® und lduft gegen unendliche Koordinaten-
werte (,,Dissoziation“) = Das uneigentliche Integral in Gl. 418 konvergiert.
Beispiel: Resonanzzustinde?? in der Reaktion F + Hy, — FH + H

10 O N
8..
o B
o L
>
4+
2r .
=S
o 4 6 8 10 12
R/aq
10‘(@ '0’
8l (i

r/ag

R/ag

Gebundene Zustdnde sind dagegen problematischer:
e erlaubte Energien E zunédchst unbekannt;

e Funktion bleibt gebunden = uneigentliches Integral Gl. 418 divergent.
Abhilfe: in t rasch auf Null abfallende, symmetrische Funktion als ,,Kon-
vergenzfaktor” (,window function®,  filter function“) in den Integranden
aufnehmen.

e Wegen ,Unschérferelation® braucht Trennung zweier energetisch eng be-
nachbarter Zusténde eine lange Propagationszeit von T > 1/(E, — E,,).

22 C. L. Russel and D. E. Manolopoulos, Chem. Phys. Lett. 256 (1996) 465.
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Filter-Diagonalisierung 23

Die drei genannten Probleme konnen durch folgende Strategie i{iberwunden
werden:

e propagiere eine beliebige Startfunktion (z,t) iiber eine reale, endliche Zeit,

bis eine geeignet gewéahlte Filterfunktion g(t) bei t = T numerisch auf Null
abgeklungen ist; z.B. sei g(t) eine symmetrisch abklingende e-Funktion:

a
a _—

le2+E2
Deren Fouriertransformierte ist eine Lorentzfunktion G(FE), mit einer
(Band)Breite [Fy, Es;

gty x e QE) (419)

fithre mehrere Fouriertransformationen von ¢ (x,t) durch:

Wz, By) o / O, 1) g(t) Bt/ gy (420)

Wahle dazu mehrere verschiedene FEnergiewerte F,, die mindestens die
Bandbreite von G(FE) abdecken;

stelle die Hamiltonmatrix in der Basis dieser Funktionen (z, E,,) auf und
diagonalisiere sie.

Resultat (bei geeigneter Parameterwahl):
Alle Eigenenergien und -funktionen im (beliebig gewihlten) Intervall [Ey, Es].

200.0

TABLE 1. The quality of Morse potential eigenvalues as obtained by wave
ool packet resolution. Column 1 shows the Morse level, column 2 the calculated
eigenvalues, and column 3 the difference with the analytic eigenvalues.
~200.0 L n E:“Ic Ex':'nlc —- E:mﬂylic
g 4000 | 191 — 127.941 773 —0.000013
E W 192 — 125.553 561 — 0.000 005
& 193 — 123,187 852 0.000 000
-600.0 | R 194 — 120.844 648 0.000 000
195 — 118.523 944 0.000 000
196 — 116.225 740 0.000 000
—800.0 - g 197 — 113.950 036 0.000 000
198 — 111.696 832 0.000 000
10000 ) /S N . ) ) 199 — 109.466 128 0.000 000
-100 ~50 00 5.0 100 150 200 250 300 200 — 107.257 924 0.000 000
< 201 —105.072 221 0.000 000
202 —102.909 017 0.000 000
203 — 100.768 313 0.000 000
204 ~—98.650 109 0.000 000
FIG. 1. The Morse potential V= D(e~** —2¢~ %) is drawn for 205 — 96.554 405 0.000 000
D = 1000, b = 0.15 (solid line) on the grid (X, = — 6,X,,, = 27). Note 206 - 94.481 201 0.000 000
the cut at ¥, = 100. Also shown is the analyzed region of energies, 207 — 92.430 497 0.000 001
~ 130<E< — 90 (darkened area). The dotted spike denotes the initial 208 — 90.402 290 0.000 004

Kronecker-delta wave function, 8, _,,.

23

D. Neuhauser, J. Chem. Phys. 93 (1990) 2611; K. Takatsuka und N. Hashimoto, J. Chem. Phys.
103 (1995) 6057.
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exemplarische Anwendungen:

e J. Sielk, H. F. von Horsten, B. Hartke und G. Rauhut, Chem. Phys. 380
(2011) 1: 1D-6D-Tunnelaufspaltung der OO-Torsion in HOOH; unterste
Schwingungs-FEigenzustinde berechnet mit Propagation in imaginérer Zeit.

Q dHOOH O —~ \9

aOOH

)\ " "
M TS - 752
\ ~ . ~
; A
1 2

rOH

H

R

CoPHy ——
20 Cobry

CoPMey »mos
CoP(OMe); - =

Energy [keal /mol]
=

Agostic TS2

Ethyl

exp.: 11.4 ecm™!,
theor.: 8.6---12.8 cm™! (je nach Modell)

e R. Xu, M. Bittner, G. Klatt und H. Koppel, J. Phys. Chem. A 112
(2008) 13139: Wellenpaketdynamik in einem 1D-Reaktionswegmodell zu den
Anfangsschritten der Co/Rh-Komplex-katalysierten Olefinpolymerisation;
Filterdiagonalisierung zur Lebensdauerbestimmung von Resonanzen

«}2&

Ethylena

Ethyl

) X —
700 “=355-T00 GR
e

mﬁiﬁfﬁﬁmmﬁmT'

eact. coord. ||nL_1 ::!"l
()

e S. Schmatz, J. Chem. Phys. 122 (2005) 234306: 4D-Wellenpaketdynamik
mit Filterdiagonalisierung zur Lebensdauerbestimmung von Resonanzen in

der Sy2-Reaktion C1- + CH3Br

energy { o’

1000

-1000 -

:

:

a4

1 cr+cHgr

Fashbach B
= FESOMNENGES
S i maen s e oo fARELRE Feshbach
rREONENCES
reso-
qameq
"|éié£:;-'§.r"" s |
7 CHBr — beund states
bound states |
|
I|
antrance channel '|\_/ axit channal

-10

(e |
-8 B ] -4 -2 a 2 4

reaction coordinate / &
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Zeitabhdngige Spektrensimulation

Ein gegebener Hamiltonoperator habe die Eigenfunktionen {¢,}. Dann kann
jede Anfangswellenfunktion ¢ (0) in der Basis der Eigenfunktionen ausgedriickt
werden:

P(0) = ety mit = (pu]t(0)) (421)

n

Die Losung (t) der zeitabhéngige Schrodingergleichung kann dann geschrieben
werden als (s.o0.):

¢(t) _ e—iﬁt/hw(o) _ che_iE”t/hgbn (422)

n

Die Autokorrelationsfunktion A(t) von (0) sei definiert durch

A(t) = ((0)[ () = ((0)]e™ /M (0)) (423)
In der Basis der Eigenfunktionen {¢,} kann A(t) geschrieben werden als:
A(t) =) cae” P (0) ) = D JeafPem 0 (424)

In dieser Darstellung kann die Fouriertransformierte von A(t) analytisch be-
rechnet werden:

T
S(E) = R [ EuO) (D) d (425)
" T
= Z|cn\2%Re / e E=Ent/h (426)
" 0
h (B = E,)T
— ; |cn\2(E T, (427)
= Z |cn\281n0% (428)

n

Die Funktion S(FE) ist also eine Superposition von Funktionen sinc(z) =
(sinz)/x, die je nach dem Wert von E, gegeneinander verschoben sind. Jede
dieser Funktionen (sinz)/x hat einen ,peak“ bei x = 0 und an den anderen
Stellen kleinere, oszillative Werte. Im Limit 7" — oo geht die sinc-Funktion
gegen die Delta-Funktion 6(x).
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6.0

40 |

(0

20 |

Fyx)

0.0

100 5.0 00 50 10.0

20 L " :
-10.0 -5.0 0.0 5.0 10.0

FIG. 1. The Fourier pair of the Sinc function.

= S(F) ist ein Spektrum auf der Energie-Achse, mit ,,peaks” an den Eigenwerten
von H. Die GréBe von T bestimmt die Auflésung des Spektrums: Bei T —
oo ist das Spektrum maximal aufgelost (stick spectrum). Bei finitem aber
grofem T befindet sich mehr oder weniger ,Rauschen” zwischen den einzelnen
Spektralpeaks. Bei finitem, zu kleinem 7T werden die sinc-Funktionen ggf. so
breit, dal einige Spektralpeaks nicht mehr voneinander getrennt erscheinen
(,,Unschérferelation®).

Das Limit T statt oo im Fouriertransform-Integral entspricht einer Multi-
plikation der Autokorrelationsfunktion mit einer Stufenfunktion bis T'. Die
Fouriertransformierte davon ist gerade die sinc-Funktion.

Verwenden wir stattdessen andere Fouriertransform-Funktionenpaare, z.B. von
Lorentz- oder Gauflkurven, ergibt sich ein auch bei kurzen Integrationszeiten
rauschfreies Spektrum S(F), bei dem jeder peak einem Eigenwert entspricht;
hier gezeigt fiir die gebundenen Zustinde eines Morseoszillators: 24

Gaussian

{ Lorentzin

Spectrum

24 ], Dai und J. Z. H. Zhang, J. Chem. Phys. 103 (1995) 1491.
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Zusammenhang mit traditionellen Methoden der Berechnung
von Spektren

Fermis ,,Goldene Regel“ (Herleitung: Standard-PC-Lehrbiicher) ist eine Vorschrift
zur Berechnung des Absorptionsquerschnitts bei einem elektronischen Ubergang
von einem gebundenen Schwingungs-Rotations-Zustand ); zu einem anderen
gebundenen Zustand v, die iiber das elektrische Dipoliibergangsmatrixelement
tri gekoppelt sind:

Z 6(w — wri) |y lpgi - elui)? (429)

7i(w) heoc

Umformung der Deltafunktion mit F = hw liefert

i) = - P(E) (430)
mit dem Absorptionsspektrum
F(E) =) (xilt)(E — Ep)(dylxi) (431)
f

Dabei wurde E; als Nullpunkt der Energieskala gewéhlt, das Absolutquadrat
ausgeschrieben und auflerdem gesetzt:

Xi) = i elt;) (432)

Fir ,normale“ Funktionen f(H) (mit konvergenter Potenzreihenentwicklung)
gilt (mit Einschieben der Vollsténdigkeitsrelation):

H)> ) (y] = wa F(Ep) (sl (433)
f

Die Deltafunktion ist eigentlich keine normale Funktion, kann aber als Grenzwert
einer geeigneten Folge von normalen Funktionen geschrieben werden:

d(x) = lim d.(z) (434)

e—0

Mit Gln. 433 und 434 wird aus GIl. 431:

P(E) = hm Z XzW}f (E — Ef)<¢f’Xz> (435)

Wiederum unter Ausnutzung der Vollstédndigkeitsrelation ergibt sich:
P(E) = im{x[5(E — D), (436)
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Gl. 436 enthélt keinen Bezug zu Endzustdnden ¢y mehr und gilt daher sowohl fiir
elektronische Spektren zwischen gebundenen Zusténden als auch fiir Spektren,
die bei Photodissoziation von gebundenen in ungebundene Zusténde entstehen.

Die konkrete Wahl von d, steht uns frei. Eine Moglichkeit ist

1 1 1
de(Fl—H)=—-ImG (F) =—-—Im —F— 437
( ) s mG(E) s o E—ie—H (437)
mit der einlaufenden Greensfunktion G~ (FE) der Streutheorie. Einsetzen in
Gl. 436 liefert die iiblichen zeitunabhéngigen Absorptionsspektren-Formel mit

Energie-Nenner (siehe Lehrbiicher).
Eine andere mogliche Wahl fiir . ist:
1 (0.}
d0e(E—H) = — Re/exp{+i(E +ie — H)t/h}dt (438)
7T
0

Einsetzen in Gl. 436 liefert die Formel fiir die zeitabhéngige Absorptionsspek-
trensimulation (vgl. Gl. 425!):

L[
Pi(E) = lim — Re / e EURC (1)t (439)
e—0 7T
0
Das ist im wesentlichen eine (halbe) Fouriertransformation der Autokorrelati-
onsfunktion:

Ci(t) = (xile Ty, (440)

Der Term —ie im Propagator kann entweder als Konvergenzfaktor fiir das
Integral oder als Ortskoordinaten-abhéngiges absorbierendes Potential aufgefafit
werden

Vaps = —1€ (441)

das so konstruiert werden kann, dafl es auslaufende Teile der Wellenfunktion
absorbiert, bevor sie von den Gitterenden reflektiert werden (s.u.).
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Beispiel: Spektroskopie des Ubergangszustands von FH,

B. Hartke und H.-J. Werner, Chem. Phys. Lett. 280 (1997) 430.

Potentialenergieﬂﬁche F+H, —FH-+H

FH+H

116



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

F+H, ¥H+H
(v, ) v ')

Energy / kcal mol ™!

6 SEC

LI I N N N T Y Y I B B B O O

11 1

"3500 rrrryrrrryrrrryrrrrryr T ribd
-3.5 -2.5 -1.5 -0.5 0.5 15 2.3

Reaction path

Wej M{'V:f‘wza (er (':'-40/7(,2

e kolliyeavrer F—H-—H
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F + H, entrance channel

r T

~0. 7Oo

\(

\/

5|O | 6.0 7.0
RHF / bohr

H, distance optimized

contours in steps of 2.0 kcal/mol from -20 to -2 kcal/mol
contours in steps of 0.1 kcal/mol from -0.5 to 4 kcal/mol

H
'tT:_K_H-__/@.\-_
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R kt.-
Keord.

H,- Abstand optimiert

[fveare Ramievenbhivbe : “1.95 keal/ mol
qewriu kelte ~u- ¢ ACYE keal [ vupl
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Simulation von Photoelektronenspektren

| FH, + hv — FH) +e¢”
FHy — F+ Hy(v', ), HF(W, 7))+ H

Die kinetische Energie e KE des Photoelektrons e™ spiegelt die
i neutralen FHy deponierte interne Energie B wider (relativ
zum klassischen Mininnun des F + Hy Tals), da diese Grofien
per Energicerhaltung miteinander verkniipft sind:

eKEE=hy —Dy— BA+ZPE — F (1)

mit
hiv: Energie des einfallenden Photons
Dy @ Dissoziationsenergie von FHy
EFA . Elektronenaffinitat des F-Atoms
ZPE - Nullpunktsenergic von Ho
Daher wird das e KE-Spektrum Peals an denjenigen Stellen
zeigen, die Energien resonanter Zustande entsprechen, insbe-
sonclere:

e (uasi-gehundene Zustinde der van-der-Waals-Topfe im
Eingangs- und Ausgangstal
e direkte Streuzustande, delokalisiert iiber Barriere und

Asymptoten.

Die Peakhohen sind dabei proportional zum Franck-Condon-
Faktor zwischen diesen Zustinden und dem Anfangszustand
des Anions.
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E / kcal/mol

E / kcal/mol

R / bohr
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Wellenpaketpropagation fiir F + H, - FH + H

r / bohr

r / bohr

K% 2 r / bohr
1 ] 1 1 ] 1 | | N 0

2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
R / bohr R / bohr
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— Simulation
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Assigiﬁneﬁt of the high resolution FH; photodetachment spectra in figs. 1 and 2.

Peak position /eV

Assignment

Quantum numbers

para FH; ~ ortho FHy
0.268 reactant resonance (v,7,t) = (0,0,0)
0.280 direct scéttering (v,7) = (0,0)
0.283 direct scattering (v,7)=1(0,1)
0.294 0.294 product resonance (v',5',%") =(3,0,0)
0.315 0.315 product resonance (v, 5',1') = (3,2,0)
0.318 product resonance (v, 5't") =(8,2,1)
0.331 0.331 product resonance (v',4',t") = (3,3,0)
0.346 direct scattering (v,7) = (0,2)
0.359 reactant resonance (v,7,t) = (0,3,0/1)().
0.374 reactant resonance (v,7,t) = (O, 3, 1/2)(“)
‘ ' 0.389 direct sca_ttéring ‘ (v,5) =(0,3)
0.417 | reactant resonance (v,7,0) = (0,4, 0/1)(a)
‘()7432 reactant resonance (v,7,t) = (0,4,1/2)(@)
10.448 direct scattering (v,7) =(0,4)
| 0.489 reactant resonance (v,7,t) =(0,5,0/1)(@) -
0.504 - reactant resonance (v,j,t)_: (0,5,1/2)(@)
0.519 direct scattering : (v,5) =(0,5)

(3) The assignment of the F~H, van der Waals stretch quantum number ¢ is ambiguous
in this case because of a largé background contribution to |1 (E)) from the neighbouring

direct scattéring peak.
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para FH2— Simulation
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; D. M. Neumark und D. E. Manolopoulos,
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D. E. Manolopoulos, K. Stark, H.-J. Werner, D. W. Arnold, S. E. Bradforth
und D. M. Neumark, Science 262 (1993) 1852.
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1 J. A. Nichols, R. A. Kendall, S. J. Cole und J. Simons, J. Phys. Chem.

95 (1991) 1074.
> B. Hartke und H.-J. Werner, Chem. Phys. Lett. 280 (1997) 430.
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B. Hartke und H.-J. Werner, Chem. Phys. Lett. 280 (1997) 430.
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Rt

Adiabatic F+H, potentials

in the entrance channel
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B. Hartke und H.-J. Werner, Chem. Phys. Lett. 280 (1997) 430.
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Beispiel: Photodissoziationsdynamik von H,S

D. Simah, B. Hartke und H.-J. Werner,
J. Chem. Phys. 111 (1999) 4523.

D. Skouteris, B. Hartke und H.-J. Werner,
J. Phys. Chem. A 105 (2001) 2458.
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Wellenpaketpropagation auf den gekoppelten diabatischen Zustdnden:
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Wellenpaketpropagation auf den gekoppelten diabatischen Zusténden:

R/ bohr R/ bohr
B{—Zustand Ay—Zustand
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Autokorrelationsfunktion (original und “modifiziert”):
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Schwingungs-Produktverteilung (ausgefiillt: theor., leer: exp.):
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Beispiel: Photodissoziationsdynamik von Oj

Dutzende sehr detaillierter Arbeiten von Grebenshchikov/Schinke

und anderen:

S. Yu. Grebenshchikov, Z.-W. Qu, H. Zhu und R. Schinke,

Phys. Chem.

excitation energy [eV]

Chem. Phys. 9 (2007) 2044.

Ubersicht spektrale Banden / angeregte Zustinde:
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Banne den Fluch der Dimensionen (2): KEO

Operator der kinetischen Energie in (externen) kartesischen Koordinaten einfach:

Ty =—=Y — ———Zl 82+82 (442)
N7 MK N My 8xK &y%( D23

aber 3 Gesamtsystem-Translationen und -Rotationen in dieser Form kaum
abtrennbar. = Ubergang zu molekiilinternen Koordinaten.

Transformation des Laplaceoperators A = V2 in andere Koordinaten erfordert
formal “lediglich” die (verallgemeinerte) Kettenregel.

Tatsédchlich werden die Ausdriicke sehr schnell sehr umfangreich:

e Laplaceoperator in 3D-Polarkoordinaten: 2°

10 (,0 1 90 0 1 0
A= r2or ( 87’) i 12 sin 0 00 (Smga@) - r2 sin?  Op? (443)

e fiir 4- bis b-atomige Molekiile sind bereits Computeralgebraprogramme
notig, um Herleitungsfehler zu vermeiden (Appendix Colwell /Handy)

e auch heute noch ganze paper zur Herleitung von Operatoren der kinetischen
Energie 20, fiir Systeme wie H+CHy oder H50J, und Ubersichtsartikel 27

Alternative: allgemeine Form von 7' (nach X. Chapuisat, A. Nauts et al.)

o N g2 N g
TQ)= ) [ Q7577+ f(@Q 444
D=3 g0+ LA, (144)
Mit dem Programm TNUM von D. Lauvergnat und A. Nauts konnen die
Koeffizienten fi(Q), f,’(Q) als Funktionen der aktuellen Molekiilstruktur
numerisch aber ndherungsfrei berechnet werden.

Vorteile: keine komplizierte, fehleranfillige Herleitungsalgebra (fiir jeden Mole-
kiiltyp neu und jeweils neu zu implementieren!)

Nachteile: fehlende analytische Form erlaubt kaum Vereinfachungen, und GI. 444
ist stark gekoppelt = hochdimensionale Integrale notig.

25 Herleitung in jedem besseren PC-Lehrbuch

26 G.Schiffel/U.Manthe, JCP 132 (2010) 084103; Vendrell/Gatti/Meyer, JCP 127 (2007) 184302.
2T Gatti/Tung, Physics Reports 484 (2009) 1-69.
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Banne den Fluch der Dimensionen (3): Semiklassik

Eric Heller® konnte zeigen: Die Anfangswellenfunktion habe die Form dieser
verallgemeinerten Gauffunktion:

U(x,t) = exp[{a(z —q)* +p(x — q) +~}i/h) mit ¢, p€ER und a,veC

(445)
wobei ¢, p, v,y zeitabhéngige Parameter sind. Entwickle auflerdem das (beliebige)
Potential V(x) in eine Taylorreihe bis zur 2.0rdnung um g:

dv 1d*V 5
Vot Tw—g) 2 44
Vig) = Vo + ——(z —q) + 5——5(r —q) (446)
(Achtung: wegen g = ¢(t) ist diese Ndherung zeitabhingig!)
Einsetzen in die zeitabhéngige 1D-Schrédingergleichung
0 h? 92
T (= U 44
ot < 2m Ox? —|—V(x)> (447)

und Koeffizientenvergleich in Potenzen von (x — q) liefert dann folgende Bewe-
gungsgleichungen:

: p OH

q = E = 8_]9 (448)
. dv OH

p = _d_q = _8_q (449)
) 2 1d*V
o = —EO} — 5@ (450)
gy = m% Y pi—E (451)

e Phasenfaktor « ist irrelevant fiir nur eine Gaufifunktion.

e Breite « ist i.A. zeitabhéngig (fiir V(z)=harmonischerOszillator und fiir
eine spezielle Wahl von «(t = 0) ist « konstant: “coherent state”)

e Gln. 448,449 entsprechen exakt den klassisch-mechanischen Bewegungsglei-
chungen fiir Position ¢ und Impuls p in Hamiltonscher Form = Verbindung
zu einigen semiklassischen Theorien. . .

e Erheblich reduzierter Aufwand: statt einem (ggf. langen) Vektor fiir W
(Gitterpunkte, Entwicklungskoeffizienten) nur 3-4 Parameter.

e dhnliche Vereinfachungen und z.T. klassisch-mechanisch aussehende Bewe-
gungsgleichungen auch fiir Gau3funktionen als Basisfunktionen.

28 J.Chem.Phys. 62 (1975) 1544.
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Banne den Fluch der Dimensionen (4): TDSCF/MCTDH

Annahme: zwei Teilsysteme 1 und 2 (Koordinaten, Teilchen, ...).
Dann 148t sich der Hamiltonoperator immer schreiben als:

H(1,2) = hi(1) + ha(2) + he(1,2) (452)
Mache Produkt-Separationsansatz (Hartree-Produkt!):
U(1,2,t) = ¢1(1,t) X ¢2(2,) (453)

Einsetzen von Gl. 453 in die zeitabhéngige Schrodingergleichung und Projektion
auf (¢;|,i = 1,2, liefert (Achtung: Punkt = Zeitableitung):

iy = higr + (@alheldo)dr + ((Galhaldn) — ih(ealda) ) 61 (454)

(und eine dhnliche Gleichung mit Vertauschung von 1 und 2). Fiir h. = 0 wire

dies einfach: . )

d.h. wir héatten Separation in zwei unabhéngige Bewegungsgleichungen fiir 1
und 2 erreicht. Fiir A, # 0 sind 1 und 2 aber gekoppelt. Mit dem Phasenansatz

oi(t) = W;(t) exp(—io;(t)) for i=1,2 (456)

erhdlt man in einigen einfachen Schritten diese Bewegungsgleichungen:
ity = hator + (ol heliba) i (457)
iy = hathe + (1]helib1)1 (458)

Ao+ 62) = (illulwn) — b |in) = (o) haltha) — ifi{halthe)  (459)

Wichtige Beobachtungen:

e Gln. 457,458 sind Bewegungsgleichungen fiir die Subsysteme 1 und 2,
gekoppelt iiber “mean-field-Operatoren” (nicht-separierbarer Anteil von H ,
gemittelt {iber das andere Subsystem) = Name TDSCF?* (Analogie zu
HF-SCF)

e Im Gegensatz zu HF keine Fermionen = keine Antisymmetrisierung

e N-dimensionales Problem wird auf N 1-dimensionale heruntergebrochen.

2 E.J. Heller, JCP 64 (1976) 63; R.B. Gerber, V. Buch and M. A. Ratner,
JCP 77 (1982) 3022.
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Problem: ein einziges Hartree-Produkt (eine “Konfiguration”) ist oft nicht aus-
reichend (wie auch bei HF-SCF!)

= erweiterter Ansatz mit Summe iiber viele Konfigurationen (wie bei MCSCF
bzw. CI): MC-TDSCF

Historisch durchgesetzt hat sich die Variante MCTDH von Meyer et al. 3!
Ansatz einer Summe von Hartree-Produkten ®; aus “Einteilchenfunktionen” ¢;

U(L,2,....t) =Y A;t)®,(t) (460)

In einfachster Form (2 Freiheitsgrade, 2 Einteilchenfunktionen &) fiir jeden
Freiheitsgrad k) also:

W(1,2,8) = An()e}” (e (t) + An(t)el” ()¢5 ()

+ An(1)6y (001" (1) + Az(t)dy” ()65 (1) (461)
Mit diesem Ansatz kann man folgende Bewegungsgleichungen herleiten: 32
ihA; = ) (Bslhe|®r) AL (462)
L
g = hedy" + (1= PO)(o) 7 (he) W) (463)

mit einem Projektor P®) auf die Einteilchenbasis im Freiheitsgrad k, einer
Dichtematrix p und mean-field-Operatoren (h,)

Wichtige Beobachtungen:

e MCTDH Ilohnt sich nur, wenn (1) Anzahl nétiger Konfigurationen klein,
und (2) hochdimensionale Integrale in (h.) vermeidbar.

e Dann kann MCTDH 2-3 Groflenordnungen CPU-Zeit und Speicherplatz
einsparen und schwéicht das Problem der exponentiellen Skalierung ab,
beseitigt es aber letztlich nicht.

e Bewegungsgleichungen nichtlinear = Standardpropagatoren nicht verwend-
bar, Spezialkonstruktionen und -tricks notig.

e Zeitabhéngige Einteilchenfunktionen ¢; brauchen eine weitere Darstellungs-
ebene (stationdre Basisfunktionen bzw. Gitter).

30 N. Makri und W.H. Miller, JCP 87 (1987) 5781; A.D. Hammerich, R. Kosloff und M.A. Ratner,
CPL 171 (1990) 97; R.B. Gerber und R. Alimi, CPL 184 (1991) 69; etc.

31 dee: H.-D. Meyer, U. Manthe and L.S. Cederbaum, CPL 165 (1990) 73; Anwendung: JCP 97 (1992)
3199.

32 M.H. Beck, A. Jickle, G.A. Worth and H.-D. Meyer, Phys. Rep. 324 (2000) 1-105.
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exemplarische Anwendungen:

e O. Vendrell, F. Gatti und H.-D.

15D-MCTDH-Rechnungen fiirs protonierte Wasserdimer H5OF

IR-Spektren theor./exp.:

1[Mb]

Dublett bei 1000cm™!:
f/":w
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o

I

D (e

Meyer, J. Chem. Phys. 127 (2007) 184303:
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e D. Asturiol, B. Lasorne, G. A. Worth, M. A. Robb und L. Blanca-
fort, Phys. Chem. Chem. Phys. 12 (2010) 4949: volldimensionale (39D)
direkte ab-initio-Dynamik, Gaufunktions-MCTDH, CASSCF(8,6)/6-31Gx:
Photodynamik von Thymin; indirekte Anndherung an den konischen Durch-
schneidungssaum und Rolle der dortigen Topologie

10 4

. - . (mn® /o x*)y c,
-10 4 FC {ﬂrﬂ]'ﬂln .
> a0 ©s .
5 L4 :
:' 1 zdkhﬁﬁ -~ ﬂ\\' g
5-
! \’;J ' (s .l_.
|2 s 5% .
=70 4 i}/} - /’i Nkf
(m7* %)
=80

-0 (A)

143

Az

Peaked




Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

klassisch-mechanische Streutheorie

Streuung starrer Kugeln
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realistischeres Potential'v
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Streuung an realistischerem Potential

-z L
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Vom Stofiparameter b und der Ablenkungsfunktion x zum diffe-
rentiellen Streuquerschnitt (Winkelverteilung der Streuung):

do do b

j— = — 7
1(6) dw 2mwsinfdf  sin6 |dy/db| (7)
und zum Gesamt-Streuquerschnitt:
U:/dU:/I(H)dw:27r/I(9)sin€d9 (8)
0

Vom Gesamt-Streuquerschnitt zur Reaktionsgeschwindigkeitskon-
stante:

k(v) =vo(v) (9)
wenn alle reagierenden Teilchen dieselbe Relativgeschwindigkeit
v hétten. Bei Reaktionen in der Gasphase zu beriicksichtigen:
Geschwindigkeitsverteilungen f (v) der Teilchen (z.B.: Maxwell)

R ()] = [ vf(v) o) do (10)

0
Mit gegebener Geschwindigkeitsverteilung in Temperaturabhan-
gigkeit umrechenbar: k(T)

Potentialenergiefliche

(]

Ablenkungsfunktion

(1

Streuquerschnitt

4

Geschwindigkeitskonstante
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quantenmechanische Streutheorie

Entwickle Anfangs- und Endzustédnde (vor und nach Streuung) in Eigenfunk-
tionen Hy; ¢ der asymptotischen Edukte/Produkte :

lim [i) = ) c|¥,) (464)

t——00 -
S [f) = zf:Cf\‘Po,ﬁ (465)

Dann ist die sog. S-Matrix gegeben als unitédre Transformationsmatrix zwischen
diesen Satzen von Entwicklungskoeffizienten:

Cf = Z Si fCi (466)

Ubergangswahrscheinlichkeiten sind proportional zu |S;;|%. Die S-Matrix ist das
Analogon zur Ablenkungsfunktion.

Daher brauche ich

entweder Losungen der zeitunabhingigen Schrodingergleichung mit Anfangs-
und Endzustédnden als Randbedingungen: zeitunabhingiger Zugang

oder Losungen der zeitabhéngigen Schrodingergleichung mit den Anfangszu-
standen als Anfangsbedingung, projiziert auf die Endzustinde bei t — oc:
zeitabhingiger Zugang

zeitunabhdngig:

einfachste Variante von S-Matrixelementen: Reflexions-/Transmissionswahrschein-
lichkeit R, T an einer 1D-Barriere (siche PC-Lehrbiicher):

l_i)r_n () = ™ + Re ™ = e 4 G ek (467)
; _ tkr __ N ikx
xl—l>r—|{loo Yp(x) =Te™ = 512]% e (468)
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zeitunabhdngige Schrodingergleichung mit Randbedingung:

zeitunabhéngige Streurechnung nach Baer/Neuhauser:

Die asymptotischen Randbedingungen ( = Zustidnde der Edukte und Produkte)
seien gegeben durch:
HyWy = BV, (469)

Im sog. Wechselwirkungsbereich ( = alles aufler diesen Asymptoten) ist allerdings
die Gesamtwellenfunktion ¥ = Wy + x durch den Gesamthamiltonoperator
H = Hy+V bestimmt. Einsetzen dieser Aufteilungen in HV = EWV liefert

(Ho+ V)(¥o + x) = E(¥o + x) (470)

bzw. nach leichten Umformungen inkl. Ausnutzung von GI. 469:

(Hy+V — E)(¥g+x) =0 (471)
(Hy— E)U+(Ho+V — E)y = =V, (472)
T

(E—H)y =V, (473)

Ohne die rechte Seite wire dies also (E — H)x = 0, also eine normale zei-
tunabhéngige Schrodingergleichung Hy = Ex zur Bestimmung von y. In der
tatsédchlichen Form von GIl. 473 tritt also nur die rechte Seite VW, hinzu, die
einerseits die Randbedingung W, einbringt und anderseits deren Interaktion
mit dem Wechselwirkungsbereich via das Wechselwirkungspotential V.

Man kann zeigen, dafl dann die S-Matrixelemente diese Form haben:
Sir = (Yo VeI Woi + Xi) (474)

Aus der S-Matrix lassen sich differentielle
2

do 7'('
@10 = Em %: ZJ:(QJ +1)87; o Pr(cos ) (475)

und integrale Streuquerschnitte
o(i— f) = 25,5 zj Z 2] +1) > [S7al (476)
! J 1Q|<a

bestimmen; daraus wiederum Geschwindigkeitskonstanten (Standardformeln).

Schwierigkeiten: Aufstellen und Lésen von (E — H)x = VW, in hinreichend
grofler Basis auf hinreichend groBem Gitter (bei J # 0 gekoppelte Gleichungen,
eine fiir jeden J-Wert; typische Werte fiir Jp,q.: 40-80 oder mehr).
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Zeitunabhdngige Berechnung der reaktiven A+BC-Streuung in
Jacobi-Koordinaten:

4
2mOoR?  2u 0r? * 2mr? (477)

A

1 . N ~
to (P P = e = e = 272 + U(R.1,9)

Ansatz der allgemeinen Form ((R,7)Yja(y) fir x in (F— H)xy = V¥ und
operieren mit (Yja(7y)| liefert sog. close-coupling-(CC)-Gleichungen fiir ((R,1):
R* 9*  h* O? h?

* 2m OR? T 210r2  2ur?

37 +1)- (478)

2

{J(J+1)+5(G+1) =20} a(R,7)

2m R?
+2m;2 VI +1) = QQ+ 1) Vi +1) — Q+1) (o (R, 7)
+2:;2Rz VIJ+1) = Q=15 +1) —=QQ—1) Gaa(R,7)

- Z 27T/ Sin’}/ d’}/ U(R7 r, 7) Y;;Z(/Y: 0) ij’Q(fY) O) Cj’Q(R7 T)
i

™

= 6990 d)no,jo (7“) SJnojOQO(R) 27T/Sin7 dry V(Rv T, 7) nglo (77 O) Y}oﬂo (’Ya 0)
0

Mit einer Basisentwicklung der Art ((R,r) =) fo(R)gm(r) erhalten wir die
CC-Gleichungen in algebraischer Matrixform.

Losung des resultierenden inhomogenen linearen Gleichungssystems liefert die
Funktionen 7y, die zusammen mit den Randbedingungs-Funktionen W, zur
Berechnung von S-Matrix-Elementen verwendet werden konnen.
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zeitabhingige Berechnung:33

e Anfangswellenfunktion in Reaktanden-Jacobi-Koordinaten aufstellen (zur
Vereinfachung: kollinearer Fall: v =0 = const.):

U(R,, 1, t =0) = ¢(r,) exp[—a(R, — R.0)*] exp|—ik(R, — R,o)] (479)

Re

e transformiere zu Produkt-Jacobi-Koordinaten R, 1),

e propagiere Anfangswellenpaket ins Produkttal

.25 2.25
8.95 828
7.25 7.26
w 6.25 ¥ 625
* *
0:.1: =
5.26 5.28
4.25 4.25
3.25 325
225 v 225 - ot
05 1.5 25 35 45 5.5 6.5 75 88 - 05 15 25 35 45 55 8.5 7.5 85
e Re
t = 14.5 fs t = 58.0 fs

33 C. C. Marston, G. G. Balint-Kurti und R. N. Dixon, Theor. Chem. Acc. 79 (1991) 313.
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e analysiere W(R,,1,,t) durch Projektion auf gewiinschte Produkt-Schwingungs-

wellenfunktion ¢, (r,) bei festem R, = R

e (Rpor 1) = / b (1)U Ry 7y ), (480)
0

050 - j
0.44 /\A :
\/iiroduct vibrational state = 3

Product vibrational state = 2

(R pr, s 1) X 107
s .o o
¥ 2 8

o
=

¥

C.

o.
=)

o
8

o A AT A
o 84.27 168.55 252.82 337.09 421,36}505,64 589.91 674.18 758.45 842.73 927.00

Time (AU/10)

e Zeit-Energie-Fouriertransformation der resultierenden zeitabhéngigen Koef-
fizienten ¢, liefert energieabhingige Koeffizienten a,:

0 ( Ry E / o (Rpoc 1)1 dt (481)
0

035 -
5.30 F
0.25 b
0_;- 020

0.35 -

0.2
Total energy (V)

e lingere Herleitung zeigt, dafl diese Koeffizienten a, mit den S-Matrix-
Elementen zusammenhéngen:

8mh ay(Rp oo, E)
S = Kk —— 2 482
o = VR G R 52

wobei f(|ky|) die Impulsverteilung im Anfangswellenpaket ist.

152



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

Vor-/Nachteile zeitunabhéngiger Zugang:
e komplette S-Matrix aus einer Rechnung
e nur eine Energie pro Rechnung
e interne Kontrolle der Rechnung schwierig

e viele Parameter; aufwendige numerische Integrationen

Vor-/Nachteile zeitabhéngiger Zugang:

e nur eine Spalte/Zeile der S-Matrix aus einer Rechnung
(nur ein Anfangszustand wird propagiert)

e aber bei vielen Energien
e Wellenpaketpropagation erméglicht Kontrolle der Rechnung

e Koordinatenwechsel » — p numerisch heikel bzw. aufwendig
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Anwendungsbeispiele

F + n-H,(v'=0) -> HF(v') + H
Branching ratios

TN TR TN TN [N RN NN SN N AN TN TN TS N AN NN NN N
0.50 =
7 SW(QCT) i
0.40— -
S d -
Al i R
/ E i _
Vs i 0.30 -
' = T B
V= 2 T . B
;>/ . R
~ 0.20 —
o} 4 n
0.10-_ o R
7 5SEC(QCT) ol
4 e B B e i »
000t T 1T T T T T T T T T T T T T T
1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Stossenergie / kcal mol-!
I TS TS TR NS TN TN SO TN SN N TN S SN SO SN SO N
4 . a
1.20 .. -
7 ey . 5SEC B
. 1.00- kO ok
[\ ] -
Al
B 1 = -
e i 6SEC
v'= X o i
- Py 0.80 —
- o
v=2 Al ] AL ¥
\>/ 7 [ & y oo Al
Of‘—’« . ~ . Experiment L
0.60- ey \\ - -
] SW(QCT) ~* - - ]
. |
0.40 —
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1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Stossenergie / kcal mol-!
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F + p—H, —> HF(v') + H

tob (@) By = 1.84 kol mol™
1%“ fi~ (((1 /Jt'lcq 2 | QCT S-W PES
limulation g
%
dM-{ f1'1/7 Z‘; *
N
1.0t '(b)' Ec'o,, "= 1.84 keal mol”
é(w.avrécq mccéldu{/cctc | QM S-W PES
Jimulation ol
: i
auf (w1 =8 T
S 04}
0.2}
0.0

2.0 ——— ————— 1
18l () Ecn = 1.84 kcal mol™ all v

T T T T

1.6: Experiment
. 1.4}
E—XP&/‘LM&M’E .2}
€ 1.0}
0.8:
0.6
0.4\/
0.2}
0:0 ————

* Aoiz, Banares, Herrero, Sdez Rébanos, Stark, Werner, Chem. Phys. Lett.
223 (1994) 215.

f Castillo, Manolopoulos, Stark, Werner, J. Chem. Phys. 104 (1996) 6531.

§ Neumark, Wodtke, Robinson, Hayden, Lee, J. Chem. Phys. 82 (1985) 3045.
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F + p—H, —> HF(v’) + H

1ok (9) Ecqy = 1.84 keal mol™

QM S-W1 PES

q-. .(CWu,(«zlcbn
and (W1
DLMc fD

do/d0 (R%/sr)

1ok (B) Eqy = 1.84 kcal mol™
[{-m. f[qu,[a'él&u L QM HSW PES

%( .(‘4//[ o.a:
/l/vtco‘f‘ f D.

do/da (R%/sr)

L E S i sy
18: (c) Eeoy = 1.84 kcal mol™ all v

1.6: Experiment

& pew&uwﬁ

f Castillo, Manolopoulos, Stark, Werner, J. Chem. Phys. 104 (1996) 6531.

! Castilld, Hartke, Werner, Aoiz, Banares, B. Martinez-Haya, J. Chem. Phys.
109 (1998) 7224.

8 Neumark, Wodtke, Robinson, Hayden, Lee, J. Chem. Phys. 82 (1985) 3045.
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Anwendungsbeispiele

e Y. Zhang, J. Zhang, H. Zhang, Q). Zhang und J. Z. H. Zhang, J. Chem. Phys.

115 (2001) 8455:
Cl + Hy — HCIl + H, zeitabhéngige Rechnungen fiir J =0

:§ 3
vall
R

——
— \/\/—/_F T
06

04

Rancton Praiabhility

0z r

[LE] 0.8 - E:.l;vrt'vl 1

0 2 P 8 0 14 e 1@
Reaktionswahrscheinlichkeit in Produkt-Rotationsverteilung
Produkt-Schwingungszustiande fiir Schwingungszustand v = 0

e M. Yang, S.-Y. Lee und D. H. Zhang, J. Chem. Phys. 126 (2007) 064303:
7D-Modell fir O + CHy — OH + CHj (nicht-reaktive CHs-Gruppe
beschrankt auf Cs,-Symmetrie, mit starren CH-Bindungslédngen), zeitab-

héngig, bis J = 120

L 1 B T
b - = QCcT
§ 14 RN . —. VEQMT, i
. AN o B—=& SVRT5D(2005) | |
7 \ —— This work
0.03 r present (EG) N .\ -
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- ¢'>E -16_—
£ 0.02 9O,
2 s |
8 gt
o -
18
0.01 L
0.00 0.4 06 08 10 R ' 2.0 ' 3.0
Translational Energy (eV) 1000/T [1/K]
Gesamt-Reaktionswahrsch. fiir anfangszustandsspezifisches k(7'
aus Grundzustand (div.PES/Methoden) im Vgl. zu Quasiklassik
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Traditionelle Berechnung von k(T)

klassisch-mechanisch exakt:

Explizite Berechnung aus klassisch-mechanischer MD liefert (Appendix):
o0 bmaz Tmam
k(T) o / / / P(Eyq)Epqe” Ere/M 4B, bdb dr (483)
Erel:() b=0 7=T79
Dabei verbirgt sich hinter der Reaktionswahrscheinlichkeit P,.(F,¢;) eine komplet-

te Trajektorienberechnung Eduktasymptote—Produktasymptote; die Integrale
mitteln u.a. iiber alle moglichen Anfangsbedingungen.

approximativ (TST):

Die transition state theory (TST) zeigt (Appendix):

T 0
k(T) = % e~ AGY/RT (484)
_ kTTeASO?f/R o~ AHY/RT (485)

Dabei ergeben sich alle wichtigen Groflen (freie Aktivierungsenthalpien etc.)
aus der statistischen Thermodynamik (Appendix), also insbes. ohne(!) jegliche
explizite Berechnung irgendeiner Dynamik.

Kritische Grundannahmen von TST:

e cs gibt eine Hyperfliche, die den Bereich der Reaktanden von dem der
Produkte eindeutig trennt;

e insbesondere: ein Molekiil, das diese Trennfliche einmal durchquert hat,
tut das kein zweites Mal (no recrossings);

e direkter Widerspruch zur Annahme eines Gleichgewichts Edukten < TS;
e die Reaktion erfolgt ldngs des Reaktionswegs;

e insbesondere: der geometrische Ubergangszustand (Sattelpunkt) auf der
Potentialenergiefléiche liegt auf dem Reaktionsweg und auf der Reaktanden-
Produkte-Trennflache;

e die Bewegung entlang des Reaktionswegs erfolgt klassisch (kein Tunneln)
(beachte: alle anderen Freiheitsgrade werden quantenstatistisch behandelt);

e auf dem gesamten Reaktionsweg ist nur eine Born-Oppenheimer-Fléche
wichtig;
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TST ist im Limit niedriger Energien klassisch erakt und liefert immer eine
Obergrenze zur tatsédchlichen Reaktionswahrscheinlichkeit bzw. Geschwindig-
keitskonstante (wg. systematischer Uberschéitzung aufgrund des ,no recrossing*):

~CL TST

0.8

T
I

P{E)

CL DTN
0.6 i

0.4 -

0.2 , .

0 I ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Eiot ™ Vsp {ev)

Figure 2 Reaction probability for the collinear H + H, reaction on the Porter-Karplus potential
surface from a microcanonical classical trajectory calculation (CLDYN) and microcanonical clas-
sical transition state theory (CLTST) as a function of total energy above the barrier height (1 eV
= 23.06 kcal/mole). ‘ '

o t | f | ! I 1
o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Elot = Vep (eV)

Flgure-: 3 Same as Fig. 2, except that o(E) is the microcanonical reactive cross section for the
three-dimensional H + H, reaction.

Gerade im Limit niedriger Energien sind jedoch Quanteneffekte (Tunneln) am
wichtigsten.
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Variational transition state theory (VTST)

Die mikrokanonische Reaktionsgeschwindigkeitskonstante (als Funktion der Ener-
gie E statt der Temperatur T') hingt von der Zustandsdichte bei E* und der
Anzahl der Zustdnde zwischen Ey und E* ab. Man kann zeigen, dafl diese An-
zahl bei der kritischen Molekiilgeometrie zwischen Reaktanden und Produkten
minimal wird.

= bei VIST wird die Annahme fallengelassen, daf3 diese kritische Geometrie
gleich dem Sattelpunkt der PES ist; stattdessen wird diese kritische Geometrie
entlang des Reaktionswegs dadurch gesucht, dafl man die genannte Zustands-
anzahl minimiert bzw. AG maximiert.

(wegen der systematischen Uberschétzung von k(7T') in TST ist es auch sinnvoll,
durch geeignete dividing-surface-Wahl k(7") direkt zu minimieren)

= erheblich hoherer Aufwand (Reaktionsweg, Frequenzen entlang des Reakti-
onswegs), aber oft deutlich bessere Resultate als normale TST:

Table 6.1. Ratios of rate constants calculated by conventional transition-state theory
(TST), canonical variational TST (CVTST), and microcanonical variational TST

(£ VTST) to rate constants from trajectory calculations at 300 K (upper entry) and
2400 K (lower entry).

Reaction TST CVTIST uVTST

Hel 08 05
C+HD S0 5 o
F4H, 30 18 1
BreHy 1) 3 37
I+H 0 1o 1o
R A

160



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

k(T)-Berechnung via FluB-FluB-Autokorrelation

Nach Miller (siehe (Appendix)) laBt sich der exakte(!), klassisch-mechanische
Ausdruck zur k(T)-Berechnung schreiben als Boltzmann-gewichtete Mittelung
(iiber die Anfangsbedingungen ¢;,p; der Trajektorien) eines Flusses F durch
eine Edukt-Produkt-Trennflache, wobei der Wahrscheinlichkeitsfaktor P, daraus
nur die reaktiven Trajektorien ausschneidet:

1 BHG ) oy o o\ = g
KMP(T) = Z(T) N //6 PHGD) P (g, 57) P, B7) dG; dp; (486)

Mit einigen Manipulationen (sieche (Appendix)) kann man diesen Ausdruck
formal in eine FluB3-Flu3-Autokorrelation umformen:

17 P e o e
KMP(T) = W/dt // e PHGP) (g 5) F(q(t), B(t)) dg; dp; (487)
0

Diese Ausdriicke sind hauptsédchlich interessant als klassische Analoga zur weiter
unten gezeigten direkten quantenmechanischen Berechnung von k(7).

Auflerdem kann man aus diesen exakten Gleichungen den iiblichen approxima-
tiven TST-Ausdruck herleiten (Appendix), wobei sich zeigt, dal letztlich nur
zwei Ndherungsannahmen wichtig sind:

1. Die Bewegung entlang der Reaktionskoordinate ist entkoppelt von allen
anderen Koordinaten.

2. Die Edukt-Produkt-Trennfliche wird maximal einmal gekreuzt = Alle
Trajektorien, die dort ankommen, werden als reaktiv gewertet (und miissen
daher nicht weiter verfolgt werden).

Beide Bedingungen, insbes. auch Bedingung (2), werden in den Millerschen
Ausdriicken nicht gemacht. Umgekehrt sorgen Verstofle gegen Bedingung (2)
dafiir, da8 TST immer eine Obergrenze zum klassisch-mechanisch wahren k(7')-
Wert liefert (s.o.).
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k(T) als limes einer zeitabhdngigen GroéBe

Léngere Herleitungen (Chandler, Keckl, Keck2, Hanggi, Frenkel /Smit, Literatur
s.(Appendix)) auf Basis der linear response theory fiihren auf folgenden exakten,
klassisch-mechanischen Ausdruck fiir die Reaktionsgeschwindigkeitskonstante:

M, (16— E(0)]EO[E() — &)
R = Wl — &) (488)

Dabei ist £(t) = £(q(t)) eine (nicht notwendigerweise separable) Reaktionskoor-
dinate, die am TS den Wert £* annimmt; fiir Edukte gilt £ < &*, fiir Produkte
£ > & eckige Klammern <> bedeuten Boltzmann-Mittelung.)

Der Nenner ist die (Boltzmann-)Wahrscheinlichkeit, das System in der Edukt-
konfiguration zu finden, da die #-Funktion die Ortsintegration auf diesen Bereich
beschrankt. Dies entspricht dem Z~!-Vorfaktor von Gl. 916.

Der Zahler entspricht dem Rest von Gl. 916: Das Produkt aus ¢-Funktion
( = Wahrscheinlichkeit, bei ¢t = 0 das System am Punkt &* zu finden) und
¢ = d¢/dt ist der FluBfaktor; die 6-Funktion ist P, ( = 1, wenn die Trajektorie
zur Zeit t im Produktbereich ist, sonst Null).

Grob betrachtet ist dies die FluB-FluB-Autokorrelationsformulierung ohne die
Zeitintegration. Tatsdchlich gilt Gl. 488 nur im Limit geniigend langer Zeiten
und ergibt dann k(7") als Plateau-Wert.

Verfolgt man nicht die Trajektorien bis zum Produkt, sondern behauptet, dass
alle den TS vorwiérts kreuzenden tatsdchlich zum Produkt weiterlaufen werden,
bekommt man daraus direkt k757, wobei alle Groflen am TS (bzw. zur Zeit
t = 0) berechnet werden, womit die Zeitabhéngigkeit verschwindet:

Eine etwas andere Schreibweise dieser Formel ist (Eyring, Chandler, Hanggi,
Otter/Brielsl):

k15T = (TS-Kreuzungsrate zum Produkt) - (Wahrsch. zum TS zu kommen)

_ % <'% >5¢ fg;Pl(Di?) . (490)

Der erste Faktor ist die durchschnittliche Geschwindigkeit der Molekiile am TS
dividiert durch 2 (die andere Halfte lduft von Produkten zu Edukten).

Der zweite Faktor ist die Wahrscheinlichkeit, am TS zu sein, dividiert durch
die Gesamt-Wahrscheinlichkeit, irgendwo auf der Eduktseite des TS zu sein.
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Der Transmissionskoeffizient

Weil in TST auch zu den Reaktanden zuriickkreuzende Trajektorien zu k(7T
in Vorwartsrichtung beitragen, ist die TST-Reaktionsgeschwindigkeitskonstante
(TST-Rate) immer zu grof. Dies kann durch Einfithrung eines Transmissions-
koeffizienten T (bzw. k) korrigiert werden, mit 0 < 7 < 1:

RMP = TSt (491)

Der resultierende k-Wert ist klassisch-mechanisch exakt; verbleibende Fehler
sind Quanteneffekte. 7 wird manchmal als empirische ad-hoc-Korrektur von

TST dargestellt; tatsdachlich 18t sich aber 7 auch exakt berechnen, weil man
EMDP und k75T exakt berechnen kann:

Aus den Gln. 488 und 489 folgt direkt (Otter/Brielsl, Otter/Briels2):

(01¢" — €0 € OIE() — €71)
(0l¢* —£(0)]€0[¢])
Dabei steht im Nenner die durchschnittliche Geschwindigkeit der Molekiile, die

den TS zur Zeit t =0 in positive Richtung kreuzen.
Im Zéahler steht die durchschnittliche Geschwindigkeit der Molekiile, die den

TS zur Zeit t = 0 in beliebige Richtung kreuzen, aber sich dann zur Zeit ¢ im
Produktbereich befinden.

K(t) = (492)

Im Limit ¢ — 0+ gilt kK =1 (dort ist TST sozusagen exakt). Spéter verringern
riickkreuzende Trajektorien dies zu k < 1. Bei Zeiten, die ldnger als typische
Molekiilschwingungen aber kiierzer als die Zeitkonstante der Reaktion sind,
erreicht k(t) einen Plateauwert, der dem wahren Transmissionskoeffizienten
entspricht.

Modifizierte Strategie zur k(7')-Berechnung:

= Man kann die klassisch-mechanisch korrekte Rate k auch dadurch berechnen,
dafl man (irgendwie!, z.B. statisch: mit statistisch-thermodynamischen Formeln
fiir die Molekiile in Edukt- und TS-Konfiguration) k7T ermittelt und dann
7 mit einer Trajektorienrechnung bestimmt. Das ist mit einem Zusatztrick
tatséchlich erheblich weniger aufwendig als die direkte Trajektorienberechnung
von k selber, s.u. “Start am TS”.
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Effizienzerh6hung: Start am TS

Technisches Problem bei Reaktionen mit Anregungsenergien > 0 (alle thermisch
aktivierten Reaktionen): Uberquerung des TS ist ein seltenes FEreignis (im
Vergleich zur Frequenz von Molekiilschwingungen = MD-Zeitskalal):

Uberquerungen eines TS mit einer Barriere von 0.5 eV = 50 kJ/mol
und einem typischen Wert des Arrhenius-Vorfaktors passieren 1000
Mal pro Sekunde. Eine direkte MD-Simulation davon wiirde 102
Schritte (eine Kraftberechnung pro Schritt!) und damit mehrere 1000
CPU-Jahre benétigen, nur um die Zeit zwischen zwei solchen TS-
Uberquerungen zu iiberbriicken.

Fir eine “gute Statistik” (akzeptabler Fehler bei der MC-Mittelung tiber die
verschiedenen moglichen Anfangsbedingungen) braucht man aber mindestens
mehrere 100-1000 Trajektorien, die den TS {iiberqueren ...

Daher: Starte einfach am TS selber!

Der Trick, dal damit die k-Berechnung einfacher wird, besteht darin, dafl man
nur das recrossing herauszukriegen versucht. Die eigentliche ,Verbindung“ vom
Geschehen im Edukt-Minimum zum Geschehen am Sattelpunkt (also die ,rare
events“, dafl eine Trajektorie die TS-Gegend erreicht) geschieht im k75T-Teil,
den man dann anders (nicht-dynamisch) berechnen kann (s.o.).

Dann braucht man nur noch den Anteil reaktiver Trajektorien richtig und
effizient zu zdhlen (ausfithrlich erldutert in Anderson!), um k zu ermitteln.

Beispiel: Bestimmung des Transmissionskoeffizienten x aus dem Plateauwert
einer MD-Simulation des Ubergangs von Xenon-Atomen von einem Kifig in
Zeolith NaY zu einem anderen (Brickmann et al., J. Phys. Chem. 100 (1996)
4571) bei T = 210 K.

1,0

REACTIVE FLUX «(t)
o e
T T

o
o
1

TIME t/ps

Figure 2, Time dependence of the normalized reactive-flux correlation f
unction k() for cage-to- cage] mps of xenon in zeolite NaY (a, top) for
temperature: es | n the range 77 180 K and (b, bottom) at 210 K. The determination of the i e
n coefficient « b
1012 0 ps is ndicated for the resuit s 310 B ient « by extrapolation of the LAL

164



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

Traditionelle quantenmechanische Berechnung von k(T)

Die S-Matrix enthélt in komprimierter Form alle Informationen {iber eine
chemische Reaktion. Daher ist es moglich, aus ihr u.a. auch k(7") zu berechnen
(Appendix):

27rh
k(T) = e~ 6i/ksT / —Ei/ksT'N (9 7 4 q S22 dE; (493
(T) th27ruk:BT3/2Z ;< + )zf;‘ i (493)
0

Offensichtlich geht dabei sehr viel Detailinformation durch Mittelung (Summa-
tion, Integration) verloren. = Es konnte moglich sein, k(7T') ohne Umweg iiber
die S-Matrix zu berechnen. Ein wichtiger erster Schritt dazu ist das Konzept
der kumulativen Reaktionswahrscheinlichkeit P.,,:

Pan(E) =) (2] +1) Zzwfﬁ (494)

J

womit sich Gl. 493 darstellt als:

oo

k(T) = RET Dy E) —= dE 495
( ) h ZintZtrans/e ( >kBT ( )
0
Entscheidender Unterschied zwischen Gln. 493 und 945: Die Quantenzahlen i
und f der inneren Reaktanden- und Produktzustdnde sowie der Gesamtrotation
J (von der die S-Matrix-Elemente abhéngen!) erscheinen nicht mehr explizit,

da in der kumulativen Reaktionswahrscheinlichkeit {iber sie summiert wird.

Damit ist die sehr aufwendige Berechnung von S-Matrix-Elementen fiir alle
moglichen Werte und Kombinationen dieser Quantenzahlen {iberfliissig, wenn
es gelingt, die kumulative Reaktionswahrscheinlichkeit P, auf anderem Wege
direkt zu berechnen.

FuBinote: Auch an dieser Stelle gelingt ein direkter Kontakt mit TST (Appendix),
iiber die Approximationen:

e Trennung “reaktiv’<»"nicht reaktiv” via eine kritische Energie
( ~ Trennflachenkonzept);

e diese liegt am Sattelpunkt der PES;

e Energiekontinuum statt diskrete Zusténde
(fiir Ubergang QM—klassische Mechanik).
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Direkte quantenmechanische Berechnung von k(T)

Mit léngeren Herleitungen (Appendix) konnten Miller und andere zeigen, dafl
sich k£(T") in Analogie zum klassischen Ausdruck Gl. 487 auch quantenmechanisch
exakt via eine Flufl-Flu-Autokorrelation berechnen l&ft:

K(T) =2 / tr(Fetfte/h pe—iHIi/hy gy (496)
0

Von diesem Ausdruck existieren zahlreiche Varianten. Insbesonderen kann man
iiber die Fouriertransformation der Delta-Funktion

. 1 T
O(H - B) = o / e H=E) gy (497)

und den Zusammenhang zwischen der kanonischen und mikrokanonischen Dar-
stellung

1 r —E/k T
= — B dE 498
Z/ (498)

einen zeitunabhéngigen Ausdruck fur die energieabhéngige, kumulative Reak-
tionsgeschwindigkeit aufstellen:

P(E) = 2n*r(F§(H — EYF§(H — E)) (499)
In einer Basis von Flufloperator-Eigenzustinden ¢ und mit der Definition

i(E) = 2nVAS(E — H)|o)) (500)
_ \FA/@“E—m%mdt (501)

1488t sich dies auch schreiben als <Appendix>:

P(E) =) (i(E)|Flyi(E ZP (502)
(3

Da es sich wiederum (bei der gegebenen Energle F) um eine Spurbildung
handelt, ist das Resultat dquivalent zur Summation iiber die Eigenwerte eines
,Reaktionswahrscheinlichkeitsoperators®. Man kann zeigen, dafl diese Eigenwerte
zwischen Null und Eins liegen, also als Wahrscheinlichkeiten (,,Eigenreaktions-
wahrscheinlichkeiten“) interpretiert werden kénnen. Dieser Operator hat einen
niedrigen Rang ( = die Anzahl der signifikant von Null verschiedenen Eigen-
werte ist klein gegeniiber der Dimension seiner Matrixdarstellung). Die Anzahl
der von Null verschiedenen Eigenwerte entspricht in etwa der Anzahl der bei
der Emergie E energetisch zuginglichen Zustdnde des ,aktivierten Komplexes®.
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Wesentliche Operationen zur Berechnung von P(E) oder k(7) nach Miller,
Zhang/Light oder &hnlichen Formulierungen sind damit:
e ermittle Eigenzustinde ¢; des FluBoperators,
e propagiere diese je einmal, zur Erzeugung von ;(E) bei allen gewiinschten
Energien,
e berechne den Fluf} fiir jedes v;(F) an einer ,dividing surface,
e addiere die resultierenden Beitrige P;(F).

Dabei geniigt es, die Propagation in einer sehr engen Umgebung um den
Ubergangszustand auszufithren und die Wellenpakete dann zu absorbieren.
Propagationen bis in die Produktasymptoten sind nicht erforderlich.

78

41f

23

Figure 1. Contour diagram of the potential energy surface for the
collinear H + Hy — H; + H reaction. The dashed lines are contours of
the absorbing potential e(q) (which is zero in the interaction region)
for three different choices of it; they all work essentially equally well.
The points are the coordinate grid for the discrete variation representa-
tion of the Hamiltonian and other operators.
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Figure 2. The cumulative reaction probability N(E) (solid line) and
the individual eigenvalues of P (dotted lines) as a function of energy
(in electronvolts) for the collinear H + H, reaction.
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Figure 3. (a) Eigen reaction probabilities {p«(E)} for the three-
dimensional H + H; reaction (for J = 0), as a function of total energy.
(b) The cumulative reaction probability N(E) = Yupi(E).
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FIG. 5. Thermal rate constants for the H,+OH and D,-+CH reaction: ex-
perimental data is shown with circles (H,+OH) and diamonds (D,+OH).
The calculated data for both reactions is presented by full lines [the partition
function of eq. (18)] and dotted lines [the partition function of eq. (17)].
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12-dimensionale Rechnungen zu O + CHy — OH + CHyg;
im Vergleich zum Experiment, zu TST und zu reduziert-dimensionalen Modellen:
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1.4 1.5 1.6 1.7
E (eV) FIG. 2. Arrhenius plot of the thermal rate constant. (a) Full-dimensional
QM results are shown together with experimental points and transition state
FIG. 1. Cumulative reaction probability, N(E) and contribution of the dif- theory models. (b) Full-D rate constant values and several reduced dimen-
ferent vibrational states of the activated complex. sionality (4D) calculations.
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Elektromagnetisches Feld

Klassisch-mechanische Behandlung des elektromagnetischen Feldes — Maxwell-

Gleichungen. Ersatz der darin auftretenden Groflen elektrisches Feld E und

magnetisches Feld B durch ein Vektorpotential A und ein Skalarpotential ¢:
10A

B=VxA (504)
e Reduktion der Anzahl der Vektorkomponenten
(von 6 (fir E und B) auf 4 (3 fiir A, 1 fiir ¢))
e zwei der Maxwell-Gleichungen sind durch Def. 503,504 bereits gelost.

Die anderen beiden werden zur Bestimmung von A und ¢ verwendet. Dies
gelingt jedoch nicht ganz eindeutig, es verbleibt eine freie Wahl von f und g:

o=0+ft) , A=A+Vy (505)
Coulomb-Eichung: Wiahle f so, dafl ¢ =0 gilt. Mit der Lorentz-Konvention

0
V- A+ E/LEOMOaQb =0 (506)

gilt dann auch V- A = 0. Aus den verbleibenden Maxwell-Gleichungen er-
hialt man (im ladungsfreien Vakuum) zur Bestimmung von A die klassische
Wellengleichung und ihre Losung:

82
2A = Ho
\Y 250 (507)
S A ) = Ay (e i) (508)
Wegen V- A =0 gilt
V-A=-2k-Aysink-r—wt)=0 (509)

Dies kann nur dann iiberall Null sein, wenn k- Ay = 0. Mit 2|Ay| = Ay und
dem Einheitsvektor e (es gelte e -k = 0) ergibt sich:

A(r,t) = Apecos(k - r — wt) = Age (ei(k'r_Wt) + e_i(k'r_“’t)) (510)
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Wechselwirkung zwischen EM-Feld und Materie

Ein Teilchen mit Ladung ¢ erfahrt im EM-Feld die Kraft
F=¢(E+vxB) (511)

Eine umstandliche Herleitung ergibt, dafl folgende klassische Hamiltonfunktion
zu dieser Kraft fiihrt (beachte: ohne Coulomb-Eichung hier ein weiterer additiver

Term q¢):
1 2
H=—(p—q¢A 512
5 (P—qA) (512)
Mit der iiblichen Ersetzung p — —thV erhédlt man den quantenmechanischen

Hamiltonoperator (inkl. intramolekularem Potential V):

A 1 ] 9
H=—(—ihV — gA 1
2m( ihV — qA)" +V (513)
1
=5 (=R*V? +ihq(V-A+A-V)+ @A) +V (514)
1

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt:
(V- AY) = (V- A+ (A- V)i = (A V)i (516)
wobei die letzte Gleichheit aus der Coulomb-Eichung folgt: V- A = 0.

In schwachen Feldern 3* kann man den A2-Term gegeniiber dem A - V-Term
vernachlassigen und erhélt:

. 1

H=o- (=A*V? +2ihqA - V) +V (517)
m

Fiir A in der Form von Gl. 510 ergibt sich fiir Hamiltonoperator-Matrixelemente

der Art (f|A-V|i) (Ubergang von einem Anfangszustand i zu einem Endzustand

f) eine weitere Vereinfachung. Nach der Auftrennung

(fIA - V]i) = Age e (f]e™* Vi) (518)

kéonnen wir die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln und nach dem
ersten Glied abbrechen:

. k2
67’]‘”’:1+ik7’—?r2:|:---%1 (519)

34 Schatz/Ratner S.84-85: “schwach” reicht hier bis 10'¢ W/cm?.
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Weil auch fiir UV-Licht die Wellenldnge noch grof3 ist gegeniiber typischen Mo-
lekiilabmessungen, ist diese sog. Dipolndherung einigermaflen gut. Wir erhalten
also:

(fle™ Vi) = (fIV]D) (520)

Dies ldt sich mit einem Trick weiter vereinfachen: Nach Gl. 736 (siehe Her-
leitungsappendix Ehrenfest-Theorem) gilt (vereinfachend in einer Dimension
notiert):

0 m

or  h?
Mithin erhalten wir (unter Verwendung von H|i) = Ei|i), H|f) = Ef|f) und
FL(Ef - Ez) = wfi):

[H, 7] (521)

0 m, . .
(fI5li) = =25 (f|Hi — 2 H]) (522)
=~ (Ey - E)(fI2]0) (523)
= — sl 1Al (524

wobei der Dipolmomentoperator i = gz eingefithrt wurde.
Eingesetzt in den Hamiltonoperator GIl. 517 kiirzen sich einige Konstanten
heraus und mit wA = E erhalten wir schliefilich:

H=——V?4V —iEe“e-pu (525)

bzw. unter Vernachldssigung der Vektoraspekte (wichtig nur bei linear polari-
siertem Licht und orientierten Molekiilen) und fiir allgemeinere Zeitabhéngigkeit

des EM-Felds: .
f[————v2+V—'Et H26
2m inE() (526)
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starke Felder, explizite Laserpulsmodellierung

Die Hamiltonoperatoren Gln. 517,525,526 kann man in einen explizit zeitunab-
héangigen molekularen Teil und in einen explizit zeitabhéingigen (EM-Feld-)Teil
zerlegen. Letzterer ist eine kleine Storung

e wenn die EM-Feldstédrke sehr gering ist

e oder (effektiv dquivalent) dadurch nur sehr wenig Population transferiert
wird ( < 1%).

Unter dieser Voraussetzung kann dieser Storterm in der iiblichen zeitabhéngi-
gen Storungstheorie verwendet werden (s.Lehrbiicher) und liefert z.B. Fermis
Goldene Regel fiir Absorptionsspektren GIl. 429. Wie auf S.114 gezeigt, gilt
dies genauso fiir die zeitabhédngigen Spektrenberechnungsformeln der Art von
Gl. 439 (1)

Zeitabhingige Spektrenberechnungsformeln wie GIl. 439 sehen auf den ersten
Blick so aus, als wiirden dort deltaférmige Laserpulse angenommen (instantaner
Transfer eines Wellenpakets in einen angeregten Zustand, gefolgt von Zeitpro-
pagation dort). Tatsdchlich ist das jedoch nur ein rechnerisches Rezept und
nicht Teil der Modellannahmen. Eigentlich wird cw-Anregung vorausgesetzt,
wie man an Termen fiir exakte Energieerhaltung (wie d(w —wy;)) sehen kann.

Man kann jedoch auch die Hamiltonoperatoren Gln. 517,525,526 direkt ver-
wenden, ohne weitere storungstheoretische Behandlungen/Annahmen. Dadurch
werden u.a. Simulationen moglich

e mit hohem Populationstransfer (starke EM-Felder, jedoch Feldstiirke < 10
W/em?, 5.S.171)

e und/oder expliziter Modellierung der Zeit- und Frequenzabhingigkeit (ul-
trakurzer) Laserpulse.

Das theoretische Riistzeug dafiir ist einfach. Bsp.: UV-vis-Anregung eines elek-
tronischen Ubergangs a — b in einem Molekiil. Die molekulare Gesamtwellen-
funktion sei (vgl. B.-O.-Separation)

¥ = Yaxa + Yoxo (527)

mit elektronischen Funktionen 1 und Kernwellenfunktionen y. Der Hamilton-

operator sei
H=H + Ty — pE(t) — pnE(t) (528)
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mit elektronischem Anteil e und Kernanteil N, wobei gelten soll:

IA{e'@Da = Ea¢a ) [:Iewb = Eb@bb ) <¢a‘wb> = 6ab (529)

Ein Matrixelement des Hamiltonoperators

(YaXa + wab‘lﬁIe + TN — peE(t) — pnE(t)|VaXa + VuXb) (530)

besteht aus 16 Termen, von denen aber einige verschwinden:

(aXal Helsxo) = (Y| Heltp) (XalXb) = Sab(Xal Eb|x0) (531)
WaXal Tn|sxs) = dab(Xal Tiv|x0) + Ty i " (532)
NAC
(VaXalttel VX)) = (Walttetn) (Xalxe) = (1 — 6ab) (Xal Mab|xb) (533)
My
<¢aXa|:uN‘¢bXb> = 5ab<Xa‘,UN’Xb> =0 (534)

Dabei gilt in Gl. 533 aus Symmetriegriinden (p. ist ungerade):

(Yaltte|tba) = (Wolpelthn) =0 (535)

Die verbleibenden Kern-Dipolmomentintegrale (xa|un|xa), (Xs|tn|xp) in Gl. 534
kann man im vorliegenden Beispiel eliminieren, weil sie IR-Ubergéingen inner-
halb eines einzigen elektronischen Zustands entsprechen und damit in einer
zeitabhangigen Wellenpaketbehandlung ohnehin schon enthalten sind.

Mit der Abkiirzung H, = T, + E, erhilt man also insgesamt eine zeitabhéngige
Schrodingergleichung in dieser Matrix-Vektor-Form:

g () = Caeey "02) () )

wobei auf der Diagonalen aber hauptsédchlich auch auferdiagonal auch noch
nicht-adiabatische Kopplungsterme NAC hinzukommen. Damit ist dieser Zugang
sehr dhnlich zur Mehrflichenpropagation ohne explizite Laserpulsmodellierung

(s.0.).
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exemplarische Anwendung:

theoretische Vorhersage: B. Hartke, R. Kosloff und S. Ruhman, “Large amplitude
ground state vibrational coherence induced by impulsive absorption in Csl - a
computer simulation”, Chem. Phys. Lett. 158 (1989) 238.

Populationstransfer kurz vor Impulsmaximum (bei t=0):

T T !

5.0 a

t=-30fs

— E/eV

-bi

L5

25 — R/A
Grundzustandswellenpaket vor und nach Anregungsimpuls:

A time= 255fs
. 1

T T

time= 180 fs
T 1

time= 120 fs

time=  -135fs

T : 3.60

3.00 -3.30

—= R/A

experimentelle Verwirklichung (fiir 1;): U. Banin, R. Kosloff und S. Ruhman,
Chem. Phys. 183 (1994) 289.
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Laserkontrolle chemischer Reaktionen

Zwei Grundideen:

1.) coherent control: manipuliere Interferenz zwischen mehreren Reaktions-
/Anregungswegen von Edukten zu Produkten (inkl. Mehrphotonenprozesse
mit unterschiedlicher Anzahl an Photonen) so, daf§ die Ausbeute des ge-
wiinschten Produkts maximiert wird (M. Shapiro und P. Brumer, “Principles
of the quantum control of molecular processes”, Wiley, 2003)

2.) pulse shaping: nutze Laserpulse geeigneter Form (und Anzahl), um den
zeitlichen Verlauf einer Reaktion so zu steuern, dafl die Ausbeute des
gewiinschten Produkts maximiert wird.

Beispiel fiir (2): optimal control theory (OCT, H. Rabitz u.a. %)

e maximiere Uberlappung zwischen End-Wellenpaket WU (1 finar) und gewiinsch-
tem Zielzustand,

e unter der Nebenbedingung, dal W(t) eine Losung der zeitabhéingigen Schro-
dingergleichung GIl. 536 ist,

e durch Optimierung des darin enthaltenen Laserfelds FE(t).

= iterativer Prozef}, ausgehend von einem geratenen Startfeld F(t); eine kom-
plette Losung (Propagation) von GIl. 536 pro Iteration nétig (aufwendig!).

Experimentelle Techniken zur Pulsformung und erste experimentelle Realisie-

rungen vorhanden (s. Reviews: M. Dantus und V. V. Lozovoy, Chem. Rev.
104 (2004) 1813; D. Goswami, Physics Reports 374 (2003) 385.)

35S, Shi, A. Woody und H. Rabitz, J. Chem. Phys. 88 (1988) 6870.
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Praxisprobleme von OCT:

e optimale Pulsformen extrem kompliziert — einfachere Formen durch zu-
satzliche Randbedingungen erreichbar;

e Losung der zeitabhdngigen Schrédingergleichung wird sehr aufwendig fiir
realistische Molekiile (Fluch der Dimensionen!);

e und selbst dann gilt noch:

1. reale Materialien sind Ensembles sehr vieler Molekiile in unterschied-
lichsten Orientierungen und Zustdnden,

2. kleinste Abweichungen Theorie<>Experiment machen das optimierte
E(t)-Feld unwirksam = Theorie miiite auch beriicksichtigen: Losungs-
mittel, endliche Temperatur, Verunreinigungen, etc.

ad-hoc-Losungen fiir Probleme 1 und 2:

1: zumindest proof-of-concept moglich mit Techniken der Einzelmolekiilspek-
troskopie (D. Brinks et al., Nature 465 (2010) 905.)

2: Theorie bleibt auflen vor; das Experiment “lernt” in einer geschlossenen
Schleife die optimale Pulsform selber; dabei bereits im (rein theoreti-
schen!) Originalvorschlag globale Optimierung via Genetische Algorithmen
(R. S. Judson und H. Rabitz, Phys. Rev. Lett. 68 (1992) 1500.):

1NN
I I
11011
nimi
1 nn

Algorithm
. Pulse shaper
Learning
loop
Initial guess|

Experiment
- ?robi /\, }‘N\/\A«
E e / /control

time [fs]
Cell

Erste experimentelle Realisierungen: Wilson et al., Chem. Phys. Lett. 280 (1997)
151; Gerber et al., Science 282 (1998) 919.
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Anwendungsbeispiele:

T. Assion, T. Baumert, M. Bergt, T. Brixner, B. Kiefer, V. Seyfried, M. Strehle
und G. Gerber, Science 282 (1998) 919: optimierte Laserpulse zur bevorzugten
Dissoziation bestimmter Bindungen in CpFe(CO),Cl

-~
T

N
?

Relative lon Yield (%)
?
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. H 1 |

Fet  FeCO+ Fe(CO)," Fe(CO);' Fe(CO);" Fe(CO)s*

Figure 13.7 Relative Fe(CO)s photodissociation product yields. Yields are derived from
relative peak heights of the mass spectra. Ratio of Fe(CO); ™ /Fe™ is maximized (solid blocks)
as well as minimized (open blocks) by optimization algorithm, yielding a significantly
different abundance of Fe™ and Fe(CO)s* in the two cases. Peak heights of all other
masses [Fe(CO)" up to Fe(CO),*] have not been included in the optimization procedure.
(Taken from Fig. 2, Ref. [43].)
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Figure 13.8 Adaptive feedback control over products of photodissociation: CO - CpFe

(CO)Cl(mass 184) « CpFe(CO),Cl — FeCl(mass 91) + - --. Ratio of CpFeCOCI* /FeCl™
is either maximized (solid blocks at masses 91 and 184) or minimized (open blocks at mass 91
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P. Nuernberger, D. Wolpert, H. Weiss und G. Gerber, Proc. Natl. Acad. Sci. 107
(2010) 10366: Bindungsbildung durch optimierte Laserpulse, Beispiel: Ausgangs-
material: Hy und CO co-adsorbiert auf Pd(100)-Oberfliche, Ziel: bevorzugte
Bildung bestimmter Assoziationsprodukte wie Ho,O, CH, CH,,
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Fig. 4. (A) lon spectra for the maximization of the ratio CH* /C* with 4 sccm
CO and 4 sccm Hy, obtained with unmodulated (Red) and optimal pulse
(Black). For comparison, the blue curve shows the latter ion spectrum rescaled
by a factor such that the C* peaks for unmodulated and optimal pulse match.
(B) The green curve shows the development of the fitness (the average of
the ten best individuals per generation), whereas the signal level of the
unmodulated pulse is indicated by an orange line. (C) SHG-FROG trace
(Top) and autocorrelation (Bottom) of the optimal pulse.
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Fig. 5. (A) lon spectra for the maximization of the ratio CH*/H,0" with
4 sccm CO and 4 scem H,, obtained with unmodulated (Red) and optimal
pulse (Black). For comparison, the blue curve shows the latter ion spectrum
rescaled by a factor such that the C* peaks for unmodulated and optimal
pulse match. (B) The green curve shows the development of the fitness
(the average of the ten best individuals per generation), whereas the signal
level of the unmodulated pulse is indicated by an orange line. (C) SHG-FROG
trace (Top) and autocorrelation (Bottom) of the optimal pulse.
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Appendix/Erinnerung: Lésung der Schrodingergleichung
durch Basisfunktionsentwicklung:

Die Schriodingergleichung in Operator/Funktionen-Form
Hiy = Ev (537)

kann durch Entwicklung von % in eine Funktionen-Basis {¢;} endlicher Grofie
Y = Z CiQi (538)
i=1

in eine Matrix-Vektor-Eigenwertgleichung iiberfiihrt werden:

Einsetzen der Entwicklung GIl. 538 in Gl. 537 liefert:
Y cHei=EY cio; (539)

7

Multiplikation von links mit (¢;| ergibt:

> cilojlHloi) = EZCi<¢j\¢i> (540)

7

Wenn die Basis {¢;} orthonormal ist, gilt fiir die Uberlappungsmatrix
Sji = (051di) = bij (541)
und die Summe auf der rechten Seite kollabiert daher zu einem einzigen Term:

> cileilH|g) =) el = B (542)

1 )

Fiir jeden Wert von j gibt es eine solche Gleichung; diese kénnen zusammen-
gefalt werden zu der Matrix-Vektor-Gleichung

He = E¢ (543)

wobei die H;; die Elemente der Matrix H sind und die ¢; die Elemente des
Vektors .
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Appendix: Herleitung B.-0.-Separation

Der molekulare Hamiltonoperator hat die Form:

H = TN + f{el (544)

Dabei ist .
Ty = — 2 545
N ; oMk Vi (545)

der Operator der kinetischen Energie der Kerne; die Summe lauft iiber alle
Kerne K (zur Vereinfachung nehmen wir hier an, daf es nur einen einzigen Kern
gibt3®, und koénnen dann auf das Summenzeichen und den Index K verzichten.
Stattdessen schreiben wir den Nabla-Operator als Vy um anzudeuten, daf
er nur auf die Kernkoordinaten wirkt). Der elektronische Hamiltonoperator
H., beschreibt die Bewegung der Elektronen bei festen Kernlagen und enthéalt
verschiedene Terme (kinetische Energie der Elektronen, Elektronenabstofung,
Kern-Elektron-Anziehung sowie Kern-Kern-Abstofung), deren genaue Form hier
ohne Belang ist. Stattdessen nehmen wir an, dafl das elektronische Problem

fir jeden interessierenden Wert der Kernkoordinaten R bereits gelost ist®7:
Ha ™ (r,R) = E,(R)y™(r, R) (546)

Die elektronischen FEigenfunktionen 1 sind dabei natiirlich Funktionen der
Elektronenkoordinaten r = (z,y, 2); aufgrund der Vorgabe eines festen aber
beliebigen Werts R = (X,Y,Z) der Kernkoordinaten in H., sind aber alle
Groflen in Gl. 546 auch Funktionen von R (was fiir [:161 selbst nicht explizit
notiert wird, da es ohnehin klar ist). Dies ist eine typische adiabatische Separa-
tionsannahme, die auch bei anderen Gelegenheiten gemacht wird (vgl. Schinkes
Buch: adiabatische und diabatische Separationen in der Dynamik!). Beachte,
dafl damit die eigentliche Separation in gewissem Sinne bereits durchgefiihrt
ist, da man stillschweigend annimmt, dafl die Losung der rein elektronischen
Gleichung GIl. 546 bei festgehaltenen Kernen iiberhaupt sinnvoll und machbar
ist. Alles Folgende sind in diesem Sinne nur die Konsequenzen davon. Offen-
bar ist dieser Separationsansatz dann sinnvoll, wenn die Elektronen sich viel
schneller bewegen als die Kerne, sodafl aus der Sicht der Elektronen die Kerne
quasi-statisch sind.

Da ﬁel ein hermitescher Operator ist, stellen die elektronischen Wellenfunktionen
w(”)(r,R) einen vollstdndigen, orthogonalen Funktionensatz dar. Jede moleku-
lare Wellenfunktion W) (r,R) laBt sich daher in der Basis dieser Funktionen

36Dijes erscheint aus der Sicht der Quantendynamik der Kerne merkwiirdig, da dort i.A. nur Relativ-
bewegungen verschiedener Kerne interessieren, ist aber nicht falsch und #ndert vor allem nichts am
Prinzip der folgenden Herleitung.

3"Der Index n numeriert die verschiedenen Eigenwerte und -funktionen von f[el.
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entwickeln:

=3 R) I(R) (547)

(Im Prinzip kénnte man die Wellenfunktion auch in einem von R unabhéngigen
Basissatz 1" (r,Rg) entwickeln. Dies hat jedoch zwei gravierende Nachteile:
Zum einen ist f[el dann nur an der Stelle R = Ry diagonal, zum anderen sind
an Stellen R # Ry unter Umstédnden sehr viele Entwicklungsterme notig.)

Einsetzen dieses Ansatzes (G1.547 in die molekulare Schrodingergleichung
HY® = gp®) (548)

liefert (aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird die Koordinatenabhingigkeit
von ¥™(r,R) und x™*(R) im Folgenden nicht explizit mit notiert):

Z(TNJrﬁezW(n)X(n’k) — 5k2¢(")x("’k) (549)
Z(Twzb(”)x(”’k) + X" P Hp™M) = 8. Wy (550)
> (T ™y By = &) ptymh) (551)

wobei zunéchst beriicksichtigt wurde, dal der elektronische Hamiltonoperator
H,; nicht auf die Kernwellenfunktion x(R) wirkt, und danach GI. 546 verwendet
wurde.

Multiplikation von Gl. 551 von links mit (™ * Integration iiber die Elektro-
nenkoordinaten r und Beriicksichtigung der Orthonormalitdt der elektronischen
Funktionen ™

o0

/ w drler dI‘N = 5nm (552)

liefert:

Z(( x| "x ") + Box s, ) = &Y X"Mop,  (553)

n

ST PR ) + By ™ = iy (554)

n
Unter Beriicksichtigung der allgemeinen Beziehung

Vifg= fV%2g+2Vf -Vg+ gVf (555)
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die sich fiir zwei Funktionen f und ¢ direkt aus den Definitionen des Nabla-
Operators V und des Laplace-Operators A = V? unter Verwendung der Pro-
duktregel ergibt, folgt fiir den ersten Term von GI. 554:

> @t Ty [ x ) (556)

h2 9 k
= a2 | ¢ <m>|w<”>>v + 20V ™) - Vi (VR [) |
— Ty ka +Z 2T’ Ty xR (557)

wobei die nicht-adiabatischen Kopplungen gegeben sind durch:

A 2
T(R) =~ (0T lg) - Ty (558)
. h?
T,(R) =~y T3 y") (559

Damit wird aus Gl. 554 schliefilich:
Tx + En(R) Z 22},,(R) + Tph,,(R) Y™™ (R) = Ex™M(R) (560)

Dies ist ein System von n = 1,2,...,00 gekoppelten Schrodingergleichungen
fir die Kernwellenfunktionen y"*. Die Eigenenergien E,, des elektronischen
Problems Gl. 546, die ja Funktionen der Kernkoordinaten R sind, {ibernehmen
hier in Gl. 560 die Rolle des Potentials.

Mithin ist es durch diese Born-Oppenheimer-Separation gelungen, die Gesamt-
Schrodingergleichung GI. 548 fiir das molekulare Problem, in der Elektronen-
und Kernkoordinaten gemeinsam vorkommen, in ein rein elektronisches Problem
Gl. 546, in dem die Kernkoordinaten nur noch parametrisch auftauchen, und ein
reines Kernproblem Gl. 560, in dem die Elektronenkoordinaten nicht explizit
auftauchen (iiber sie wird in den Termen der Gln. 558,559 integriert), zu
zerlegen. Trotz dieser formalen Separation stellt dies noch keine Néherung da;
Gln. 546 und 560 sind formal aquivalent zu GIl. 548. Dennoch stellt diese
Separation in der Praxis eine konzeptuelle und rechentechnische Vereinfachung
dar.

In der Quantenchemie im engeren Sinne wird das elektronische Problem GI.
546 gelost und das Gleichungssystem Gl. 560 fiir die Kerndynamik ignoriert. In
gewissem Mafle erlaubt bereits die quasi-statische Betrachtung der Potentialhy-
perflichen E,,(R), die sich aus der Losung von Gl. 546 ergeben, Deduktionen
iiber die zu erwartende Kerndynamik. Fine tatséichliche theoretische Behandlung
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chemischer Reaktionen ist jedoch nur moglich, wenn auch das Gleichungssy-
stem GIl. 560 von n,,.. gekoppelten Gleichungen gelost wird. Das wird in der
modernen theoretischen Reaktionsdynamik auch tatsdchlich gemacht; natiirlich
ist dies nur fiir finite Werte von n,,,, moglich, was eine N&aherung darstellt
(die aber noch nicht die eigentliche Born-Oppenheimer-Naherung ist). Tatséch-
lich rechtfertigen sich die ad-hoc erscheinende Aufstellung der elektronischen
Gleichung GIl. 546 und die sich daraus ergebende adiabatische Separation a po-
steriori dann, wenn in guter Ndherung nur sehr wenige Werte von n nétig sind,
also bei Kernbewegungen nur wenige elektronische Zustédnde signifikant mitein-
ander koppeln. Anderenfalls ist offensichtlich die Annahme, dafl die Elektronen
quasi-instantan allen Kernbewegungen folgen kénnen, nicht gerechtfertigt. (Wei-
tere technische Vereinfachungen wie die Transformation zu einer diabatischen
Darstellung, bei der die Kopplungen nicht in der kinetischen, sondern in der
potentiellen Energie auftreten, werden auf S. 102 angesprochen).

Zur weiteren Vereinfachung kann man jedoch auch das Gleichungssystem GI. 560
ndherungsweise vollig entkoppeln. In dieser Born-Oppenheimer-Ndaherung werden
die nicht-adiabatischen Kopplungselemente T~ (Gl. 558) und 7" (Gl. 559)
gegeniiber dem Term Ty vernachléssigt, und man erhélt die Schrédingergleichung
fiir die Kernbewegung in jeweils einem isolierten elektronischen Zustand m:

[Ty + En(R)Y™M(R) = Ex"™M(R) (561)

Mehrere unabhingige Gleichungen sind natiirlich einfacher zu 16sen und zu
verstehen als ein Satz gekoppelter Gleichungen; auflerdem spart man sich so
die explizite Berechnung der Kopplungselemente an allen Kernkonfigurationen
R. (In der sogenannten adiabatischen Ndiherung behélt man wenigstens noch
die Diagonalelemente 7" bei (T, = 0 gilt ohnehin), aber diese sind typi-
scherweise um einen Faktor, der in etwa dem Verhaltnis zwischen Elektronen-
und Kernmassen entspricht, kleiner als der eigentliche Potentialterm F,,(R)
und zudem nur schwach verdnderliche Funktionen der Kernkoordinaten.)

In manchen Lehrbiichern wird die Vernachldssigung dieser Terme damit be-
griindet, dafl sie umgekehrt proportional zur Kernmasse M sind, und dafl
Kernmassen wesentlich grofier sind als die Elektronenmasse. Dies ist jedoch
offensichtlich unzureichend, da der Term Ty nicht etwa umgekehrt proportional
zur Elektronenmasse ist, sondern ebenfalls umgekehrt proportional zur Kernmas-
se. Eine einfache Abschitzung aller drei Terme Ty, 77, und T zeigt, daB das
Verhéltnis des zweiten zum ersten bzw. des dritten zum ersten maximal etwa 0.2
bzw. 0.04 betragen sollte®®. Am einfachsten ist jedoch die Begriindung, daf§ der

zweite und dritte Term im Gegensatz zum ersten die erste bzw. zweite Ableitung

38]. N. Levine: ,,Quantum Chemistry“, Allyn and Bacon, Boston, 3. Auflage 1983, S.317. Interessanterweise
fehlt diese Diskussion in der 4. Auflage.
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der elektronischen Wellenfunktionen nach den Kernkoordinaten enthélt. Damit
ist die Naherung gut, solange sich die elektronischen Wellenfunktionen nur wenig
mit den Kernkoordinaten dndern. Dies ist in vielen Situationen gut erfiillt, vor
allem fiir elektronische Grundzustdnde in der Nidhe der Gleichgewichtsgeometrie,
in einigen anderen jedoch nur schlecht oder iiberhaupt nicht, z.B. in der Né&he
von Ubergangszustinden oder bei dicht benachbarten oder gar sich (tatséchlich
oder ,vermieden®) kreuzenden elektronischen Zusténden (siehe: Zwei-Zustands-
Problem).

Quantitativeres Argument zur Kopplungsstarke:

Multiplikation von GIl. 546 von links mit Vy = V ergibt unter Beachtung von
Produktregel und Operatorreihenfolge:

Hy (V™) + (VH )™ = o WVE, + E, V™ (562)

Durch Multiplikation von links mit (¢(™| und Ausnutzung der Hermitizitét
von H,) folgt:

(W) Hey [V + (| (VHa) [0 ™) = (0 9™) VE, +E, (" V™) (563)
——— —_———

B (3pm)| =0
Dies vereinfacht sich zu:

WV H) ™) = (Ey — Ep) (0" V™) (564)
Fl..

Und wir erhalten schliefllich:

Fon(R) = (565)

Allein wegen des Nenners ist die Kopplung zwischen den adiabatischen Zu-
standen daher

e klein, wenn diese weit voneinander entfernt sind,

e divergent, sobald E, = E,, (z.B. an konischen Durchschneidungen).
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Appendix: 2-Zustands-Problem

Behauptung 1: Fiir beliebige Werte von A = (E; — E»)/2 ist

By —E| = |\/(Ei— Eo)? + AW (566)
> |F) — By wegen W23 >0 (567)

Behauptung 2: Fir |A| > |Ws| kann man mit Hilfe der Standardtaylorreihe
Vi+tar=1+x/2—2?/84 - schreiben:
E.=FE :|:A<1+1W—122—+---) (568)
" 2 A?

In diesem Ausdruck taucht die Kopplung in 2. Ordnung auf.
Fir A =0« E; = Ey ist jedoch

ELi=F,+Wpy (569)
Hier geht die Kopplung in 1. Ordnung ein, ist also erheblich wichtiger
(unabhéngig von der Grofle von Wis selber). Das ist Behauptung 2.
Behauptung 3: Mit tanf = Wiy /A gilt:
bei AWy @ O=7/2 (570)
bei A> W @ =0 (571)
Bei A > Wiy geht also 6 — 0. Dann koénnen wir aufgrund der Stan-

dardtaylorreihen cosz = 1 — 22/2! &+ --- und sinz = 2 — 23/3! £ --- die
Nédherungen cosf/2 ~ 1 und sinf/2 ~ /2 = W15/(2A) machen und damit

schreiben:
Wia
Yy o~ o1+ ﬂ@ (572)
Wis
Vo xR Py — A o1 (573)

Da nach wie vor A > Wi, angenommen wird, sind die Zustdnde ., bzw.
Y sehr &dhnlich den ungestorten Funktionen ¢; bzw. ¢o (im Grenzfall
A — oo sogar identisch).
Bei A =0 geht dagagen 6 — 7/2 und mithin sinf/2 = sinn/4 = cos /2 =
cos/4 = 1/v/2, also gilt:

1
Yy = ﬁ(ﬁbﬁrﬁbz) (574)

Vo = %(—¢1+¢2) (575)
Im Vergleich zu den ungestorten Funktionen ¢, und ¢- sind die Zustdnde
Y und ¥_ hier also stark (sogar maximal) gestort.

Damit ist auch Behauptung 3 gezeigt.
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Unabhidngigkeit und Korrelation in einer Slaterdeterminante

Eine aus der Sicht der Antisymmetrieforderung akzeptable Wellenfunktion fiir
ein System aus zwei Elektronen ist folgende Slaterdeterminante:

X1 X1 Xz(Xl)

U(x1,X3)
(1, %2 \/— X1(x2) Xx2(x2)

\ = b)) = haxs)  (576)

Fall 1: Die beiden Elektronen haben entgegengesetzten Spin und besetzen
verschiedene Ortsorbitale:

xi1(x1) = ¥i(ry)ofw) (577)
X2(x2) = 1a(r2)B(w2) (578)
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ sich Elektron 1 im Koordinatenbereich dx;
und Elektron 2 im Koordinatenbereich dxs authalt, ergibt sich aus dem Erwar-

tungswert (Absolutquadrat) der Gesamtwellenfunktion, also unter Auswertung
der Determinante:

0 Pdxids = 5l (1)) (r2)B(us) — ()l ln) o) Pxadxy (579

Integration dieses Ausdrucks iiber die beiden Spinkoordinaten liefert unter
Beachtung der iiblichen Orthonormalitit der Spinfunktionen:

P(I‘l, I‘Q) drldrg = </ |\If|2dw1dw2) dI‘ldI'Q = (580)

= nudry [ [ 1(e)a)alr)5(en) — b1 (vl iafr) )
(31 (1) (w1)¢2(r2)( 2) — Y1(r2)afwa)ha(ry) B(wr)) dwidws (581

)
( )
- —drldrz {11 (r1) Plapa(ra) PlaBlaB) — o5 (e1)ta(r:) s (ra) i (re) (a5 36082)
| )

)

)
—¢2(r1)¢1(r1)¢ (r2)tha(r2) (BalaB) + [Wa(r1) |t (ra) P (Bal By} (583
- §{|w1<r1>\ [tha(e2)[* + [¢ha(x1) 211 (£2) |} dry s (584

Dies ist die iibliche (spinunabhéngige) Wahrscheinlichkeit dafiir, Elektron 1 im
Volumenelement dr; um r; und gleichzeitig Elektron 2 im Volumenelement drs
um re zu finden. Im ersten Summanden befindet sich Elektron 1 im Orts-
orbital 1; und Elektron 2 im Ortsorbital 105, im zweiten Summanden ist es
umgekehrt. Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist offenbar der Mittelwert aus diesen
beiden Termen, was der Ununterscheidbarkeit der Elektronen korrekt Rechnung
tragt. Beide Terme sind jedoch einfache Produkte aus den jeweiligen Einzel-
wahrscheinlichkeiten, ganz genauso wie im einfachen (nicht antisymmetrisierten)
Hartree-Produkt. Dies ist im Spezialfall 1y = 19 besonders offensichtlich:

P(r1,r9) = [t (r1) |11 (r2)]? (585)
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Ganz allgemein gibt es in einer N-Elektronen-Wellenfunktion der Form einer
einzigen Slaterdeterminante keine Korrelation zwischen Elektronen mit entge-
gengesetzem Spin. Insbesondere ist P(ry, ry) # 0; die Wahrscheinlichkeit dafiir,
zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin am selben Punkt im Raum zu
finden, ist also nicht Null, es gibt kein Coulomb-Loch. Dies kann unter Einflufl
des N-Teilchen-Hamiltonoperators nicht mehr richtig sein, da er den 1/ris-
Operator enthélt, der fiir Coulomb-AbstofSlung zwischen den negativ geladenen
Elektronen fiihrt. Allein deshalb kann eine N-Elektronen-Wellenfunktion in
Form einer einzigen Slaterdeterminante bei Auftreten entgegengesetzter Spins
niemals eine exakte Losung einer N-Elektronen-Schrodingergleichung sein (un-
gliicklicherweise gibt es in der Praxis fast immer entgegensetzte Spins, durch
Spinpaarung in den energetisch tiefsten Ortsorbitalen).

Fall 2: Die beiden Elektronen haben parallelen Spin und besetzen verschiedene
Ortsorbitale, zum Beispiel:

x1(x1) = Yi(ry)a(wr) (586)
X2(X2) = a(ra)a(ws) (587)

Nach zu oben vollig analogem Vorgehen erhalten wir jetzt jedoch:

P(r1,1) = 5 () Plus(ea) P+ () Pl (ro)]
=1 (r1)a(r1)Y5 (r2) b1 (r2) — ¥5(r1)eh (r1) 1 (r2)ha(ra) b (588)

Hier ist die Gesamtwahrscheinlichkeit kein Produkt der Einzelwahrscheinlichkei-
ten mehr (weder in einfachem Sinne noch als Mittelwert zweier Terme aufgrund
der Antisymmetrie), sondern die gemischten Terme, die oben aufgrund der Or-
thogonalitdat der Spinfunktionen « und [ wegfielen, bleiben hier erhalten, da
fiir alle hier auftretenden Spinintegrale gilt: (aa|aa) = 1.

Ganz allgemein gibt es in einer N-Elektronen-Wellenfunktion der Form einer
einzigen Slaterdeterminante (Fermi-)Korrelation zwischen Elektronen mit par-
allelem Spin. In Gl. 588 wird P(rj,r;) = 0, aufgrund der Minuszeichen in
dieser Gleichung, die letztlich aus der Determinantenform der Wellenfunkti-
on und damit aus der Antisymmetrisierung herrithren. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, zwei Elektronen mit parallelem Spin am selben Punkt im Raum zu
finden, ist also Null; um jedes Elektron gibt es ein Fermi-Loch, Elektronen mit
parallelem Spin gehen sich also aus dem Weg, allein aufgrund der Antisymme-
trisierung in der Konstruktion der Wellenfunktion (ohne jeglichen Einfluf§ der
Coulomb-Abstoflung der negativen Ladungen).

Beachte, dal wir weder ; = 19 noch ; # 1y (noch (Y1|ih) = 0 oder = 1)
verwendet haben; daher ist dieser Befund unabhéngig von den beteiligten Orts-
funktionen. In einer solchen N-Elektronen-Wellenfunktion gehen sich Elektronen
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mit parallelem Spin also immer aus dem Weg, sowohl ,innerhalb eines Ortsor-
bitals als auch auflerhalb“ (Vorsicht: saloppe Sprechweise, im Widerspruch zur
Ununterscheidbarkeit der Elektronen!).
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Wann und warum treten Austauschintegrale auf?

Als Beispiel bilden wir die Energien der in einem der vorigen Beispiele auf-
tretenden Slaterdeterminanten fiir zwei Elektronen:

W(x1,%g) = |x1(x1)x2(x%2)) (589)

mit zwei verschiedenen Spin-Konfigurationen:

x1(x1) = 1(r1)a(wr) =: ¥1(r)
o { Xo(02) = Wa(r2) ) = G(r2) o0
x1(x1) = Y1(r1)a(wr) =: ¥1(r1)
Fall 2 { Xo(x2) = ta(r)alun) = valro) o
Mit der {iiblichen Gleichung
N N
E = (K|H,|K) = Z[m\mm ZZ {[mm|nn] — [mn|nm]} (592)

fir die Energie einer Slaterdeterminante in Spinorbitalen (also wvor Spininte-
gration) erhalten wir im Fall 1:

By = [@1]h|pr] + [tha] hlibe] 4 [hrehs |[1haths] — [1h1ta|thath] (593)

Mit Faktorisierung der Integrale in Orts- und Spinkoordinaten und den iiblichen
Resultaten formaler Spinintegration fiir zwei Elektronen (Vorsicht: hier Physiker-
Notation!)

(a(1)B2)|a(1)p(2)) =1,  ((1)B(2)[B(1)a(2)) =0 (594)

wird daraus
Ey = (1|h|1) + (2|h|2) + (11]22) — 0 (595)
= h11 + hgz + J12 (596)

Wie im obigen Beispiel anhand der Wahrscheinlichkeiten schon diagnostiziert,
gibt es hier keine (Fermi-)Korrelation zwischen Elektronen mit entgegengesetz-
tem Spin; die Slaterdeterminante verhalt sich also in dieser Hinsicht nicht anders
als das einfache Hartree-Produkt. Daher tritt im Energieausdruck neben den FEi-
nelektronenintegralen auch nur ein Coulombintegral als Vertreter der klassischen
Coulomb-Wechselwirkung zwischen verschmierten Ladungswolken auf.

Anders im Fall 2: Hier liefert die Verwendung des Energieausdrucks das Resultat
Ey = [Un|h[t] + [to] hlwba] + [hrth[vhatha] — [th1tba|hath] (597)
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Bei Spinintegration sind hier alle Spinintegrale trivial Eins, und wir erhalten:

Ey = (1]h]1) + (2]h]2) + (11]22) — (1221) (598)
= hi1 + hoy + J12 — K2 (599)

Hier gibt es Fermi-Korrelation zwischen den beiden Elektronen mit parallelem
Spin, und es tritt zusétzlich zum obigen Resultat ein Austauschintegral auf. Sein
Auftreten ist also Ausdruck eben dieser Fermi-Korrelation zwischen parallelen
Spins, die ihrerseits aus der Kombination von Antisymmetrisierung und lediglich
zwei Spinfunktionen herriihrt. Das Austauschintegral Ko ist positiv, daher ist
Ey < Ey; Fall 2 ist also energetisch giinstiger als Fall 1, was man intuitiv
als Abschirmung der Coulomb-Abstoflung zwischen den Elektronen durch die
Austausch,,wechselwirkung” verstehen kann.
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Appendix: Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen

Im closed-shell-restricted—Fall ist die Energie einer Slaterdeterminante gegeben

durch:
N/2 N/2 N/2

Ey=2) (m|hlm)+> Y " {2(mm|nn) — (mn|nm)} (600)

Wir wollen diesen Ausdruck durch Variation der Orbitale 1), minimieren. Dabei
wollen wir allerdings die Nebenbedingung beriicksichtigen, dafl die Orbitale
orthonormal bleiben sollen:

(m\n) = Omn (601)
Dies ergibt schlicht einfachere Ausdriicke. Auflerdem ist eine weitere Energiemi-
nimierung durch das Aufgeben dieser Bedingung im closed-shell-Fall ohnehin
nicht moglich, da dort die ,,Fermi-WW* in der Slaterdeterminante die Nicht-
Orthogonalitédten beseitigt.

Im Sinne einer Lagrange-Minimierung mit Nebenbedingungen minimieren wir
daher das Funktional:
N/2 NJ2
LI{m}] = Egl{¢pm}] — 2 Z Z €mn({m|n) — dpmn) (602)

m=1 n=1

(Der Faktor 2 vor der Doppelsumme ist ein Trick, um weiter unten eine 2
ohne Notationsianderung herauskiirzen zu koénnen.) Dabei mufl die Matrix e
der Lagrange-Multiplikatoren hermitesch sein:

€nm = € (603)

wie sich leicht zeigen 1afit: Da L, Ey und 6,,, reell sind und per Definition
(m|n) = (n|m)* gilt (d.h.: ohne m > n in der Doppelsumme sind die Nebenbe-
dingungen nicht alle unabhéngig voneinander), lautet das konjugiert Komplexe
von GIl. 602:

L=E—2> ) e,((nm) = 6mn) (604)

Die rechte Seite dieser Gleichung mufl daher mit der rechten Seite von GIl. 602
selbst identisch sein. Vertauschen wir zusétzlich noch die Namen der Summati-
onsindices in einer der Doppelsummen, erhalten wir fiir jeden Summationsterm:

€ ((M1) = Omn) = €4, ((MIN) = Opn) (605)
woraus sich direkt die Behauptung GIl. 603 ergibt.

Wir wollen nun die Orbitale funktionsméfig variieren, wir machen also die
Ersetzung

Ym = PYm + 0, (606)
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Fiir beliebige Wellenfunktionen ¥ und Hamiltonoperatoren H gilt:

E(U +00) = (U +§U|H|T + 5F) (607)
— E(U) 4 {(8U|H|V) + (U|H|0W)} + - -- (608)
— E(V)+6E+--- (609)

und wir sind bei einem Extremum der Energie, wenn die erste Variation der
Energie verschwindet:
0F =0 (610)

(Dies reicht eigentlich nicht zur Ermittlung eines Minimums, aber in der Praxis
erreicht man mit Hartree-Fock typischerweise keine Maxima.)

Daher setzen wir hier die erste Variation von L gleich Null. Unter Beriicksich-
tigung diverser technischer Feinheiten wie dieser:

5(5mn) =0 (611)
(¢m5wm|¢n¢n) - (5¢m¢m|¢n¢n)* (613)
Z(¢m¢m‘5¢n¢n) = Z(%wnmem) (614)
= Z(mem!%%) (615>

erhalten wir dafiir:

0L = 2> (0Umlhlthm) + 2> {2(6¢mm|thntin) — (6%mthn|tnthn) }
=2 emn(0mlthn) + .. =0 (616)

Da die Variationen 1), fiir verschiedene m unabhéngig sind, muf} jeder Term in
der Summe iiber m fiir sich verschwinden. In d&hnlicher Weise sind die Variationen
im eigentlichen Ausdruck und die im konjugiert Komplexen ,unabhéngig* (Real-
und Imaginérteil einer komplexen Zahl sind unabhéngige Groflen, aber die
Darstellung als komplexe Zahl und die dazu konjugiert komplexe Zahl ist zur
Darstellung in Real- und Imaginérteil dquivalent und entspricht ebenfalls zwei
,Freiheitsgraden) und miissen einzeln verschwinden. Mit etwas Umordnung
erhalten wir somit:

(6%m Bltom) + Y {2(6%mtm|tbnton) = ((¢mnlthntom)} = €mn(5tbm|tbn) (617)

Mit der {iiblichen Definition des closed-shell-Fock-Operators

F(1) = (1) + ) {2a(1) = ka(1)} (618)
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konnen wir dies verkiirzt schreiben als:

(6| flom) = Zemn<5¢m|wn> (619)
= (6%l Y €mnltin) (620)

Da dies fiir beliebige Variationen (d1,,| gelten muf}; mufi diese Gleichung fiir
die ,kets” alleine gelten, und wir erhalten:

f‘¢m> = Zemn|wn> (621)

n

Dies sind bereits ,fast® die Hartree-Fock-Gleichungen; diese Variante in Gl. 621
wird oft als nicht-kanonische HF-Gleichungen bezeichnet. Multiplikation dieser
Gleichung von links mit (i,| liefert

€mn = (Vn! f|¥m) (622)

wodurch sich die Matrix € als Fock-Matrix in der Basis der Orbitale 1, erweist.
Da nach Gl. 603 die Matrix e der Lagrange-Multiplikatoren hermitesch ist, muf3
es eine unitidre Transformationsmatrix U geben, die die Matrix ¢ durch Transfor-
mation der Basisfunktionen 1, diagonalisiert. Durch eine solche Transformation
wird 1), in eine Linearkombination aller Funktionen 1, iiberfiihrt. Die Gesamt-
wellenfunktion des N-Elektronensystems ist jedoch eine (Slater-)Determinante
dieser Orbitale und als solche invariant gegeniiber solchen Transformationen
(siehe Mathematik fiir Chemiker). Mithin ist die Gesamtenergie £ = (V|H|V¥)
auch invariant gegeniiber solchen Transformationen. Es mufl also einen Satz
von transformierten Orbitalen geben, in denen die Matrix e diagonal ist. In
diesem Orbitalsatz erhalten die HF-Gleichungen ihre ,kanonische* Form:

f’wm> = €m|¥m) (623)

Beachte, daf diese unitédre Transformationsmatrix U hier (scheinbar) eine rei-
ne Formalitdt ist: In der Praxis l6sen wir natiirlich direkt die kanonischen
HF-Gleichungen. Wegen der Invarianz von ¥ und E gegeniiber unitdren Trans-
formationen konnen wir jedoch nach der Ermittlung der kanonischen Orbitale,
die i.A. delokalisierten Charakter haben, diese nach Gutdiinken unitdr trans-
formieren und z.B. einen &quivalenten Satz von Orbitalen erzeugen, der eher
der chemischen Vorstellung von lokalisierten Bindungen und ,,Elektronenpaaren®
entspricht.
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Appendix: Koopmans Theorem

Die Emergie einer Slaterdeterminante fiir N Elektronen ist:

EN — Z hzz + = Z Z iy 2] (624)

lel

Die Energie einer Slaterdeterminante fiir N —1 Elektronen, bei der ein Elektron
aus Orbital k£ entfernt wurde, lautet:

N 1 N N
EY_, = Z hii + 5 > Z(Jz‘j - Kyj) (625)

1=1 =1 j=1
1#£k 1#£k j#k

Die Differenz beider Ausdriicke ist gerade die Orbitalenergie von Orbital k:

N
1 1
Ey =By = huts Z(Jik — Ki) + 5 Z Trj — Kij) (626)
= hp + Z(Jik — Kii.) = € (627)
= lonisierungsenergie ist gegeben durch:

IP=FEY | — Exy = —¢ (628)

Analoge Uberlegung fithrt zur Elektronenaffinitit:
EA =Enx — By, = —¢ (629)

Implizite Voraussetzung dabei: Die MOs bleiben unverindert bei Anderung der
Elektronenzahl. < sicherlich falsch! Relaxation der Orbitale im System mit
N —1 bzw. N + 1 Elektronen wiirde zu einer Energieerniedrigung fiihren.

Die im HF vernachlassigte Elektronenkorrelation ergibt weitere Energieernied-
rigung, stirker fiir Systeme mit mehr Elektronen als fiir solche mit weniger
Elektronen.

= Fehlerkompensation bei IPs, aber Fehlerverstirkung bei EAs.
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Appendix: cusp conditions

Fiir ein He-artiges Atom (2 Elektronen mit Koordinaten r; und ry, Kernladung
Z) lautet der elektronische Hamiltonoperator in atomaren Einheiten:

A 1 1 A A 1 R
H = ——VQ——V2)+<— — + >:T+V 630
( V175V ) el Tl Tl (630)
Die exakte Grundzustandswellenfunktion erfiillt
HU(ry,ry) = EU(ry,15) (631)

Offensichtlich gibt es aber Singularitédten in V bei ry =0, ry, =0 und r; = rs.
Damit die “lokale Energie”

]:[\I/(I'l, I‘Q)
\If(rl, 1'2)

trotzdem konstant (und gleich dem Eigenwert F) sein kann, miissen die Unend-
lichkeitsstellen in VW durch andere Unendlichkeitsstellen in 70 kompensiert
werden. (¥ im Nenner kommt dafiir kaum in Frage, da es quadratintegrabel
sein muf.) Da T Ableitungen beinhaltet, ist dies gewéhrleistet, wenn W zwar
stetig aber bei r; = 0, ry = 0 und r; = ry nicht differenzierbar ist, also Spitzen
(cusps) aufweist.

6(1‘1, 1'2) = (632)

~

Weitere Details ergeben sich, wenn man H in den drei Abstandskoordinaten
r1, o und 719 ausdriickt: 3

2
- 1 0? 2 0 27
=33 (ot mont 5)

1=1

0? 2 0 1 r;, rig 0 r9 T9y O 0
_<_2+____>_(_1.£_+_2.ﬂ_>_ (633)

67“12 7“1287“12 12 ™ 7“12(97“1 ) 7“21(97“2 87’12
In dieser Form wird sichtbar, dafl die Terme der kinetischen Energie mit
den Vorfaktoren 1/r fiir die nétige Kompensation sorgen konnen. Gleichsetzen

des zweiten und dritten Summanden im ersten Klammerterm liefert fiir die
Singularitdten an den Kernorten die Forderung (nuclear cusp condition):

= —Z(r; =0) (634)

Fir Elektronl (i = 1, unter der Bedingung W(r; = 0,79,712) # 0) ist Gl. 634
erfiillt, wenn fiir kleine r; gilt:

\11(7’1,7“2,7’12> = (1—ZT1:t"')\I/(O,T2,T12) (635)
= exp(—Zrl)\I/<0,T2,7”12) (636)

39 E. A. Hylleraas, Adv. Quantum Chem. 1 (1964) 1.
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Fiir Elektron Nr.: in Kernnédhe sollte die Wellenfunktion also exponentiell von
r; abhéngen. Dies entspricht der Beobachtung, dafl 1s-artige Slater-type orbitals
(STOs) das physikalisch richtige Verhalten in Kernnéhe zeigen.

Analog ergibt sich aus dem zweiten Klammerterm in Gl. 633 folgende electronic
(Coulomb) cusp condition: *°

ov

1
pr— —w pr—
Or1a o 2 (ri2 =0) (637)

Fiir eine kollineare Anordnung des He-Atomkerns und der beiden Elektronen
laBt sich ¥ um 7o = 7r; und r;9 = 0 entwickeln:

\11(7”1,7“2,7“12) :\I/(Tl,T’l,O)—i-(T’Q—Tl) D —I—Tlg— + .- (638)

Einsetzen der cusp-condition Gl. 637 liefert:

ov 1
\IJ(Tl,TQ,Tlg) = \I/(Tl,Tl,O)—F(TQ—Tl) (9_7" —|—§]r2—r1\\11(7“1,7"1,0)—|—--- (639)

2 r2=n

Der dritte Term auf der rechten Seite zeigt, dafl ¥ bei 75 zwar stetig ist,
aber unstetige erste Ableitungen hat, also dort eine Spitze aufweist. Aufgrund
des Pluszeichens in Gl. 637 zeigt diese allerdings nach unten (Coulomb hole)
und nicht wie beim nuclear cusp GIl. 634 nach oben.

0.0 0.5

Fig. 7.4. The local kinetic energy (7.2.4) of an electron in the ground state of the helium atom. The local
Kinetic energy is plotted in a plane that contains the nucleus at the origin and the second electron fixed at a
position 0.5a, from the nucleus. Atomic units are used.

40 J. C. Slater, Phys. Rev. 31 (1928) 333; T. Kato, Commun. Pure Appl. Math. 10 (1957) 151.
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Appendix: Herleitung Numerov-Methode:

Wir betrachten die etwas umgeformte zeitunabhingige Schrodingergleichung in
einer Raumdimension z fiir ein Teilchen der Masse m:

0? 5 2m
_. ) _
o) = v (z) = T
Auf einem regelméfligen Gitter x; mit Punktabstand Ax kénnen wir mit der
Abkiirzung ¥; = W(z;) Taylorentwicklungen fiir ¥;,; und ¥;_; um z; schreiben:

> (A:L‘)k (k) o > (—Ax)k (k)
Vi =) g L Ui =) Pl (641)
k=0 k=0

Addition dieser beiden Reihen ergibt:

> Q(Ax)%\ll(%)

Vi + W = Z o
k=0 ’

[V (x) — Eiot) ¥() (640)

(642)

— 92U, + (Az)20? 4 222 gl o® £ (643
2m
~ 2\11¢+(A:c)2ﬁ [V (2) — Bt ¥ (644)

In Gl. 644 wurde die Entwicklung nach der Ordnung (Ax)? abgebrochen und
die Schrodingergleichung Gl. 640 verwendet, um U® durch ¥ zu ersetzen.
Mit einem Fehler O((Ax)*) ergibt sich diese Propagationsgleichung:

5 2mM
"2
Die eigentliche Numerov-Methode ergibt sich daraus durch Wiederholung des
gleichen Tricks: In volliger Analogie zu Gl. 642 koénnen wir bilden:

\Pi—&—l — 2\112 + \Iji_l = (Al‘) [V(ZC) - Etot] \Ijz (645)

x 2UA 2k
v e = Y ( x)' S (646)
£ (2k))
2Az)t
= 20 ¢ (anpu 4 200 QZ) T (647)

Durch Multiplikation dieser Reihe mit (Axz)?/12 und Subtraktion von GIl. 643
(mit Abbruch jeweils nach der Ordnung (Ax)°®) fallen die Glieder der Ordnung
(Ax)* heraus und wir erhalten:

52

Vi =2+ Y = (A0S V(@) - Bl ¥ (648)
A 2
mit Y = 0, - 1? 7 (649)

Dabei machen wir einen Fehler, der ungefihr dem ersten weggelassenen Glied
entspricht, also —(Axz)®/2400'%,
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Appendix: Herleitung der WKB-N&dherung

Zur Losung der Schrodingergleichung

0 p*(z) .
—U(x) + T(x) =0 mit plx) =+/2m[E — V(x)] (650)
Ox? h?
machen wir den hinreichend allgemeinen Ansatz
U(z) = @M it S(z)eC (651)
av )
also % = BZS/E%S/ (652)
d*U o [ 1
> F . JiS/h Lo T g2
T2 e (hS hQS ) (653)

Einsetzen in Gl. 650 liefert:
—S” + p*(z) +ihS" =0 (654)

Diese Gleichung ist nichtlinear und daher nicht leichter 16sbar als die urspriing-
liche Gleichung GI. 650.

Man kann jetzt jedoch die Funktion S in Potenzen von A entwickeln. Der
Hintergedanke dieser Entwicklung ist, dafl im klassischen Limit A — 0 die
Wellenldnge A = 27h/p gegen Null geht. In diesem Limit ist dann jedes
nicht-pathologische Potential auf der Langenskala von A\ langsam veranderlich.
Dies verbessert die Genauigkeit des Grundgedankens der WKB-Approximation.
Umgekehrt konnen dann jegliche Korrekturen zu den erhaltenen Formeln darauf
zuriickgefiihrt werden, dafl A nicht wirklich Null ist. Solange jedoch & als klein
behandelt werden kann, kann man hoffen, dafl Korrekturen in Potenzen von
h berechenbar sind.

Also schreiben wir

S = So+h51+h282—|—"' (655)

und mithin =~ S = S+ hS| + 25 + - (656)
sowie S? = 562 + h2512 + h45'§2 +---

+2hS)S; + 2h%S)Sh + 2RSS 4 - - - (657)

und ~ S” = S§ +hS]+ RSy + - (658)

Einsetzen in Gl. 654 und Sortieren nach Potenzen von h liefert:
[—S0? + p*(2)] + h[—2508) +iSl] + h2[—285S) — S + i8] +---=0  (659)

Durch Koeffizientenvergleich der A", n = 0,1,2,..., links und rechts erhalten
wir fiir n = 0:
SI% = p?(x) (660)
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sowie fur n = 1:

? 50

25),
Betrachten wir nur diese beiden Gleichungen, entspricht das einem Abbruch der
Reihenentwicklung Gl. 655 nach dem zweiten Glied, was im (semi)klassischen
Limit h — 0 gerechtfertigt erscheint.

Sp =

(661)

Gl. 660 kann sofort integriert werden und liefert:

T

Sy — + / p(2f) da’ (662)

Lo

Die Integration von GIl. 661 ist nur unwesentlich schwieriger:

i [ 14dS, i [ 1 i
= — ——d = — —d ! = —1 !

Zur Elimination von |S{| auf der rechten Seite kann Gl. 660 verwendet werden,
sodafl sich schliefllich ergibt:

S = 2 Infp(r) (664)

Nach GIl. 655 ergibt sich S in unserer abgebrochenen Reihenentwicklung aus
So und Sp; und der urspriingliche Ansatz Gl. 651 liefert schliefllich die Wel-
lenfunktion in der WKB-Approximation:

. . 1 . z
InV(z)= %S = %So +15] = —§ln Ip(x)| + % /p(a:') dx’ (665)
1 i
U(z) = exp :t—/p(a:)dx (666)
p(2)| f

Lo

Eine notwendige Voraussetzung fiir die Konvergenz der Reihe GIl. 655 ist, dafl
der Betrag der Reihenglieder mit wachsender Potenz von h kleiner wird, also

hier insbesondere:
|So| > |hS1] (667)

Bildung der ersten Ableitung auf beiden Seiten dieser Beziehung und Verwen-
dung der Gln. 660 und 661 zur Ersetzung von Sj, S| und S liefert:

RSyl | R dp(x)
250 | |2p(x) dx

p(z)] > ‘ (668)
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Die erste Ableitung der de-Broglie-Bezichung A(z) = 27h/p(x) lautet jedoch:
d\ d 1 —1 dp(z)

i 27rh%m = 27rhp2(:1:) o (669)
Also wird aus Gl. 668: .
1> 2 | (670)
und wir erhalten schliellich:
% L 27 (671)

als Voraussetzung der (ndherungsweisen) Giiltigkeit der WKB-Approximation.
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Appendix: numerische Integration

Ein bestimmtes Integral kann numerisch durch eine endliche Summe approxi-
miert werden:

/ Fayw(@)ds ~ 3 Ayf() (672)

mit hoher Genauigkeit durch geeignete Wahl der 2n + 1 Parameter n, Ay, xy.
Bei interpolierenden Integrationsformeln wird f(z) durch ein Interpolations-
Polynom des Grades n — 1 ersetzt, z.B. durch das Interpolationspolynom von
Lagrange:

n

fl@) = Pa(a) = a(z)

—~ (z — ap)a (xr)
wobei a(z) ein vollstandig faktorisiertes Polynom n-ten Grades ist:
alr) = (x —x)(x —29) -+ (x — xp) (674)
Beachte: P(x;) = f(x)) wegen

f(zg) (673)

. a(z)
xlg{vlk (x — xp)dd (xp)

=1 (675)

Damit wird aus dem Integral:

xr — xp)d (xp)

[ t@u@s =Y s [ =05 S u@)de =3 Ata) (0670

Dies ist exakt, wenn f(z) ein Polynom maximal (n — 1)-ten Grades ist.
Dabei nicht verwendet: Position der zy.
Gleichbleibender Punktabstand = Newton-Cotes-Formeln, z.B. Simpson-Integration:

b
/f(a:)dx ~ %{f(a) +4f(a+ Ax)+2f(a+2Ax)+---+4f(b— Ax) + f(b)}

(677)

Weitere Verbesserung: GaufB-Integration (Gaussian quadrature)

Wihle xj so, dal das Polynom n-ten Grades «(x) orthogonal zu allen Polynomen
niedrigerer Ordnung im Intervall [a,b] beziiglich des Gewichtsfaktors w(z) ist
(Legendre-, Hermite-, Laguerre-, Chebyshev-, ...-Polynome). Dann sind die x
die n Nullstellen von «(z).

Dadurch wird die Approximation exakt wenn f(x) ein Polynom maximal
(2n — 1)-ten Grades ist.

41 Beweis: G. Arfken: ,Mathematical methods for physicists®, Academic Press, San Diego, 1985, 3.
Auflage, Appendix 2.
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Appendix: Die FBR-DVR-Transformation

In der (pseudo)spektralen FBR-Darstellung wird die Wellenfunktion (x) in
der endlichen Basis {¢;(z)} dargestellt:

Y(x) = a;di(x) (678)

7

Daraus ergibt sich die DVR-Basis durch Transformation mit der Matrix L:

dal() =) i(x)L], mit Ll = \/w,¢](za) (679)
Wenn die FBR-Basis orthonormal ist, lauten ihre Uberlappungsmatrixelemente:
55— [ éila)6i(aydo =5, (650)
Mit diskreter Gauf-Integration wird aus diesem Integral folgendes:
Sij = Z Wa @7 (Ta) ¢j(Ta) (681)
= Z VWa & (2a) VWa ¢j(2a) (682)
= (L'L); (683)
= 0y (684)

Deshalb sind die Spaltenvektoren der Matrix L orthonormal.

Um zu zeigen, dafl L unitdr ist, mufl noch demonstriert werden, dafl die
Zeilenvektoren ebenfalls orthonormal sind. Dazu betrachten wir Elemente der
Uberlappungsmatrix A der DVR-Basis:

Bus= [ Gila) i) da (6%5)

Einsetzen der Definition Gl. 679 und erneute Verwendung der Orthonormalitét
der FBR-Basis liefert:

Bur = [ (Jw_anbi(:ca)aﬁ?(w)) (Jw_ﬁqu;(m) @(w)) dr (656)

7

= 3 Vi o) VT 65(0) [ 6i(a) 0y(a) da (687)

5
= Z VWa ¢i(xa) /ws ¢ () (688)
= (LLN)ap (689)
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Aufgrund der Orthonormalitdt der Spaltenvektoren von L ist die Matrix A
idempotent:

A’ = (LL"Y = LL'LL' = L(L'L)L' = LL' = A (690)

Bei idempotenten Matrizen sind alle Eigenwerte 0 oder 1. Wegen LTL = 1 muf
gelten tr(LTL) = N (Anzahl der Basisfunktionen oder Gitterpunkte). Wegen
der Invarianz der Spur eine Matrixprodukts beziiglich zyklischer Vertauschung
im Produkt gilt dann auch tr(LL") = N. Wegen Invarianz der Spur unter
unitdren Transformationen ist die Summe der Eigenwerte einer Matrix gleich
ihrer Spur. Daher muf8 die Matrix A = LL! genau N Eigenwerte vom Wert
1 haben und kann deshalb nur die Einheitsmatrix sein. Also ist nicht nur
S =L'L =1 sondern auch A = LLT =1, und daher ist L unitér.
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Appendix/Erinnerung: Die Fourierreihe

Entwicklung eines beliebigen Vektors in ein Orthonormalsystem (ONS) von
Basisvektoren entspricht der Entwicklung einer beliebigen Funktion in ein ONS
von Basisfunktionen. In beiden Féllen ergeben sich die Koeffizienten der Ent-
wicklung durch Projektion des zu entwickelnden Objekts (Vektor, Funktion)
auf die Basisvektoren bzw. -funktionen. Diese Projektion ist bei Vektoren das
Skalarprodukt, bei Funktionen ¢;(z) das Integral

b
(Bil;) = / 0% (2)55() d (691)

75
im Intervall z € [—m,7]. Die Darstellung einer Funktion f(z) in diesem ONS

[\)

Bei einem ONS gilt (¢;|¢;) = J;;. Das Funktionensystem {— ka} ist ein ONS

hei3t Fourierrethe:

1 .
f(z) = \/—Q_sz cpe™” (692)

1l
k= \/—Q_W/emf(x) dx (693)
Mit exp(ikx) = cos(kz) + isin(kx) (Euler) umschreibbar in:

flx) = % (%ag + ay cos(x) + as cos(2x) + az cos(3x) + - - -

+ by sin(x) + be sin(2x) 4 by sin(3x) + - - > (694)
1 ™
a, = ﬁ[ f(x) cos(nz) dx (695)

1 f :
b, = ﬁ[f(x) sin(nz) dz (696)

Alternative Sicht: Abbildung der Funktion f(z) vom kontinuierlichen Raum
der z-Koordinate in den diskreten Raum der c¢,- bzw. a,,b,-Koeffizienten.

Durch die Periodizitdt von exp(ikx) bzw. von sin(nx) und cos(nz) ist die
Fourierreihe im Intervall [—7, 7] eine N#herung an die Funktion; auflerhalb des
Intervalls liegen periodische Kopien des Intervalls.
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Appendix/Erinnerung: Die Fouriertransformation

Bei einer Erweiterung des Intervalls auf [—oo,o0] (bzw. fiir eine vollstéandige
Erfassung nicht-periodischer Funktionen) werden aus den Summen in Gln. 692
bzw. 694 Integrale und der diskrete Raum der ci-Koeffizienten wird zu einer
kontinuierlichen k-Koordinate. Man erhélt so die Fouriertransformation:

1 .
Tr) = —— k) e* dk Fouriertransformation 697
f@) = <= [ o) (697)

1 .
gk) = Nz / f(z)e ™ da inverse Fouriertransformation (698)

(beachte: verschiedene Konventionen fiir Vorfaktoren, +i-Vorzeichen, Namens-
gebung)

Die Funktion g(k) ist das Abbild der Funktion f(z) im k-Raum, und umgekehrt.
Die Funktionen f(x) und g(k) sind ein Fouriertransform-Paar.
Wichtige Beispiele fiir Fouriertransform-Paare:

r-Raum k-Raum
Delta-Funktion &(x — x¢) Konstante
Konstante Delta-Funktion §(k — ko)
GauBfunktion e’ GauBfunktion e %
GauBfunktion e /27" /o | GauBfunktion ge 9*"/(2/7%)

Die letzten beiden Beispiele zeigen: Die Varianzen (,,Breiten“) von Fouriertransform-
Paaren hingen zusammen wie

var(f)var(g) > 1 (699)

(wobei das Gleichheitszeichen nur fiir GauBfunktionen gilt).

Gewisse Operationen im z-Raum sind im k-Raum einfacher,
z.B. wird aus einer Differentiation nach x eine Multiplikation mit k:

0 ik / ik 1 7 - ik
e der = — —e”cdx— ik)g(k)e™ dx
e\ = / oz IR dr = T —= | (ik)g(k)
(700)
Entsprechend erhélt man die 2. Ableitung durch:
IFT rr O?
fl@) = g(k) — —k°g(k) — 922 () (701)
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Appendix: Diskrete Fouriertransformation (DFT) 42

Vereinfachende Annahme: f(z) =0 fir |z| > A/2. Dann ist die FT:

00 A/2
g(w) — / f( zwamd / f z27rw:r dax (702)
—00 —A/2

Mit einer Diskretisierung der z-Achse in N +1 Intervalle der Lange Ax = A/N
gemaf
l’,N/Q:—A/Q,...,$0:0,...,$N/2:A/2 (703)

kann man das Integral Gl. 702 nach der Trapezregel berechnen:

g(w) ~ Az Z f(xn) 27T, Z f pI2TW Ty (704)

n=—4+1 n=—4+1

Gleichzeitig soll aber auch die inverse FT auf N Punkte diskretisiert werden.
A ist grofite Wellenldnge, die im Ortsraumgitter darstellbar ist; das entspricht
der kleinstmoglichen Frequenz von Aw = 1/A. Also haben wir das Frequenz-
raumgitter w;, = kAw:

w,N/Q:—Q/Q,...,xon,...,wN/Q:Q/2 (705)

mit 2 = NAw = N/A. Daraus ergeben sich die wichtigen Beziehungen
1

Mit der Umformung
nAk nk
rowi = (nAx)(kAw) NA- N (707)

ergibt sich schliefflich:

s = D flaetan = A ST fa) e AR, (70

fan) = Z Fy e kN (709)

42 W. L. Briggs und V. E. Henson: ,,The DFT: An owner’s manual for the discrete Fourier transform¢,
Siam, Philadelphia, 1995.
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Eine band-limitierte Funktion enthélt tatsédchlich keine Frequenzkomponenten
auBerhalb des Intervalls [—€/2 /2]

Fiir solche Funktionen gilt Shannons sampling theorem:

Wenn
1 1

—Q NAw
(Nyquist sampling rate) gewahlt wird, kann f(z) an allen(!) Punkten = exakt(!)
aus den samples f(z,) rekonstruiert werden. (Damit sind auch die Ableitun-
gen exakt.) Aber: Prinzipiell kann keine Funktion gleichzeitig im Orts- und
Frequenzraum begrenzt sein. = sampling-Fehler in der Praxis.

(710)

Appendix: Fast Fourier Transform (FFT)

Die DFT kann in Matrix-Vektor-Form definiert werden;
Skalierung des Rechenaufwands: N2

Mit verschiedenen Tricks kann dieser Aufwand auf lediglich N log N reduziert
werden, z.B.: ,butterfly“-Algorithmen: Mit der trivialen Umformung

e Amnk/N — i2mnk/(N/2) , abgekiirzt: w?\}lk = w%% (711)
kann eine DFT eines Vektors der Lénge N
N-1
Xy = Z L (712)
n=0

nach Aufspaltung auf Teilvektoren der gerade und ungerade numerierten Ein-
trage

X, = (ynwfvn’f + znwﬁ”“)k> (713)

auf zwei DFTs der Lange N/2 zuriickgefiihrt werden:

J-1 J-1
Xy = Z yan/Q +wk Z znw%% (714)
n=0

Halbiert man diese Teil-DFT's nach demselben Schema immer weiter, resultieren
schlieSlich N DFTs der Lénge 1. Aber der output einer DFT der Lénge 1
ist identisch zu ihrem input. Damit reduziert sich die urspriingliche DFT
der Lénge N auf geeignete Aufspaltungen der Sequenz und ein geeignetes
Wieder-Zusammensetzen, mit Applikation einfacher Vorfaktoren.

Diese und viele andere FFT-Varianten (auch in mehreren Dimensionen) gibt
es in portablen software-libraries, in maschinenadaptierten Varianten und sogar
,hard-wired*.
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Appendix: Fouriertransformation in der Quantenmechanik

Die Fouriertransformation

o) == [ vla)em s (715)

kann mit der Definition
el (716)

umgeschrieben werden zu

mm:/@mwmm:ww (717)

—0o0

Dadurch werden die ebenen Wellen v,(x) als Basisfunktionen des Impulsraums
uminterpretiert. Gl. 717 ist dann die Projektion der abstrakten Wellenfunktion
|) auf eine dieser Basisfunktionen und liefert die Impulsraumdarstellung ¢(p)
an der Stelle p.

Formal kann man auch Basisfunktionen fiir den Ortsraum definieren:

Eao(2) = 02 — 20) (718)

Die iibliche Ortsraumdarstellung von v ergibt sich dann wieder durch Projektion:

viao) = [ 8- s o= [ & (@0 de=(elv) (719

= zwei aquivalente Reprédsentationen; Wechsel von der einen in die andere
durch Fouriertransformation:

Ortsraum:
Operatoren: 5
v = p = —ih— 2
T=x : P tho— (720)
Schrddingergleichung:
0 h? o2
h— t)=|——=— t 21
(e, ) = | —o o+ V()| b ) (721)

Der Potentialoperator ist diagonal im Ortsraum.
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Impulsraum:
Operatoren:
T = z'h(% : p=p (722)
Schréidingergleichung:
o) = Lo+ = [Vo-otiod  (2)
ot 2m V2orh

Der Operator der kinetischen Energie ist diagonal im Impulsraum.
Einige prinzipielle und praktische Folgerungen:

e Die Orts-Impuls-Unschérferelation (Heisenberg)

AxAp > g (724)

ist nichts anderes als der mathematisch ganz normale Zusammenhang
Gl. 699 zwischen den Varianzen (,Breiten®) der beiden Funktionen eines
Fouriertransform-Paares.

e mit geeigneten Hin- und Riick-Fouriertransformationen zwischen Orts- und
Impulsraum reduziert sich die Berechnung von HW auf triviale Multipli-
kationen mit der Orts- bzw. Impulskoordinate: 43

IFT h2k? FT P p? ~

I 9k) — ~0(k) B 2 p(a) — 2 @)V (@)(e) = A()

U ()
2 (725)

Dabei konnen wir ausnutzen: *3

— die gesamte Theorie der numerischen, diskreten Fouriertransformation,
insbes. z.B. die Reziprozititsbeziechungen GI. 706, mit denen sich das
Impulsraumgitter direkt aus der Wahl des Ortsraumgitters ergibt,
und das sampling-Theorem GIl. 710, das den Gitterpunktabstand im
Ortsraum mit dem maximal darstellbaren Impuls verbindet:

7h

pmax

Az <

(726)

(beachte: das sind deutlich weniger Punkte pro Wellenléinge als bei
normaler numerischer Differentiation!) sowie die Erweiterung der DFT
auf mehr als eine Dimension;

— die komplette Maschinerie der FFT = wegen (N log N)-Skalierung
vielleicht die effizienteste H-Berechnung der Welt.

43 D. Kosloff und R. Kosloff, J. Comput. Phys. 52 (1983) 35; R. Kosloff, J. Phys. Chem. 92 (1988)
2087.
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Einzige bisher bekannte Einschrankungen:

— geht manchmal nicht fiir alle Anteile der kinetischen Energie bei
komplizierteren Koordinaten als kartesischen;

— ist nicht Potential-angepasst: dquidistante Punkte im Raum erzwingen
die maximale Punktdichte auch dort, wo der maximal darzustellende
Impuls viel kleiner ist oder sogar negativ wird (klassisch verbotene
Bereiche, bei 1) — 0 gar keine Punkte mehr notig!);

— geht effektiv nur auf quaderférmigen Gebieten, und das wird mit stei-
gender Dimensionalitdt gegenueber den eigentlich nur nétigen Gebieten
mehr und mehr ineffizient.

— Falsche periodische Bilder von v (x) konnten in eigentliches Ortsraum-
gitter hineinlaufen; in der Praxis beherrschbar (Potentialwdnde und
komplexe absorbierende Potentiale, siche Dynamik)

Anmerkung:
Zeit und Energie sind ebenfalls durch eine Fouriertransformation verkniipft =

e Unscharferelation auch zwischen diesen beiden Groflen

e Anwendungen z.B. bei Fouriertransformation von Korrelationsfunktionen
(Zeitdoméne) zu Spektren (Energie- bzw. Frequenzdoméne)
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Appendix: Herleitung Ehrenfest-Theorem

A

Fir den Erwartungswert (A) eines beliebigen Operators A
(A) == (U|A|T) = / U*AW dr (727)

ergibt sich die zeitliche Verdnderung zu

d AU . | AW dA
ZAY = ( = Alw UlA|— U=

Mit der zeitabhéngigen Schrodingergleichung und ihrem komplex konjugierten

x11> (728)

o 0w .
e =AW —ih = [ (729)
wird daraus %
Leay = L pwiany + 1<\If\A|H\IJ (730)
dt 1h
L dA
= Lowia e+ (%) (731)

Ist der Operator A nicht explizit zeitabhingig, verbleibt:

o d A A
th—(A) = (V[[A, H]]Y) = (|4, H]) (732)
Fiir den Ortsoperator ¢ und den zugehorigen Impulsoperator p ist das:
L d R
th—{a) = (lg, H]) (733)
L d . f
th—(p) = ([p, H]) (734)

Fiir einen generischen Hamiltonoperator H= p*/2m+V(§) erhilt man fiir den
ersten dieser Kommutatoren:

~D :O

@, 5] = (3.5 -1+ 2. V(@) (735)
21 [G,9°] = ;—h2p = zh— (736)

4 picht zufillig ergibt sich eine Ahnlichkeit zum Heisenberg-Bild: zeitunabhingige Wellenfunktion,

zeitabhéngige Operatoren, Bewegungsgleichung mit Kommutator
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Dabei wurde in der letzten Zeile neben [q,p] = ih folgender Satz verwendet:
A, f(B)] = [A, BIf'(B) (737)

der uw.a. fiir Operatoren gilt, deren Kommutator eine Konstante ist (Herleitung

siche (Appendix-Appendix)).

In adhnlicher Weise ergibt sich fiir den zweiten Kommutator:

=0

H oV
P .~ P A N :
H|=|p,— = —ih
[, H] = [p, o~ +[p. V()] = —1 7 (738)
wobei [p, ¢] = —[q,p] = —ih und eine gefihrlich laxe Notation verwendet wurde.
Fiir die Erwartungswerte in den Gln. 733,734 ergibt sich also:
d (p)
—(q) = — 739
) =2 (739)
d oV
) = —( == 740
20 =~(30) (740)

Dieses Resultat ist die eigentliche Form des Ehrenfest-Theorems (beachte: es
wurden keine Niaherungen gemacht!). Bemerkenswert ist die Ahnlichkeit zur
Hamiltonschen Form der Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik:

dqg p

dt — m (741)
dp oV

T 42
dt dq (742)

(die ineinander eingesetzt das bekannte d?q/dt* = a = F/m ergeben).

Der Unterschied zwischen Gln. 739,740 und Gln. 741,742 verschwindet nicht
einfach nur durch Ubergang von Erwartungswerten (g),(p) iiber die “verschmier-
te” Wellenfunktion zu “scharfen” klassischen Variablen g¢,p, sondern GIl. 740
enthélt noch eine Subtilitat:

(V@) #V'((2)) (743)

Enthielte Gl. 740 V'({q)), konnte man alleine aus (¢ = 0) mit den Gln. 739,740
die komplette Zeitabhéngigkeit von (q),(p) ausrechnen. Tatsdchlich wird wegen
(V'(q)) aber ¥(t) zu allen Zeiten t benotigt.

Entwickelt man V'(§) in eine Taylorreihe um (q)

1

V(@) = V'({@) + (d = (@)V"((@) + 5(a = (@) V"({@) + -+ (744)
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sieht man, dafl sich fiir den Erwartungswert ergibt:

1

V(@) = V() + @V ()~ @V" () + (@~ 2ala) + (a))V" () + -
(745)
= V(@) + 5 () — (a))V" (@) + - (746)

Fiir harmonische Potentiale ist V'"'(q) = 0, und damit ist das gewiinschte

V(@) =V'({2) (747)

4

streng giiltig und damit auch die “verschérfte” Ehrenfest-Form

Gig = (749
o) = —V'({a)) (749)

bei der W(t =0) die gesamte Zeitentwicklung von (q),(p) determiniert.

Einerseits ist das

e cine verbliiffende Parallele zur klassischen Mechanik,

e die offenbar bis zu harmonischen Potentialen strenger gilt als jenseits.
Andererseits

e gilt bei einem kompakten Startwellenpaket fiir kurze Zeiten (V'(q)) =
V'({q)) ohnehin recht gut, auch fiir beliebige Potentiale,

e und auch bei harmonischen Potentialen muBl (q)(¢),(p)(t) kein gutes MaB
fiir die Bewegung des Gesamtwellenpakets sein.
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Appendix-Appendix:
Kommutatoren von Funktionen von Operatoren

A

Trivialerweise gilt fiir jeden Operator A
[A, A"] = 0 (750)
Fiir als Taylorreihe darstellbare Funktionen F(.) gilt dann auch
(A, F(A)] =0 (751)

d.h. jeder Operator A kommutiert mit jeder Funktion F desselben Operators.
Offensichtlich muf3 ebenfalls gelten:

A A A~

B,Al=0 = [B,F(A)] =0 (752)

Schwieriger ist der letzte Fall, wenn [f?,fl] # 0. Zur Vereinfachung betrachten
wir lediglich den Spezialfall

[A/Bj]=a mit aeC und a#0 (753)

(typisches Beispiel: Ortsoperator & und Impulsoperator p,; dann ist a = ¢h. Im
allgemeineneren Fall konnte das Resultat des Kommutators auch wieder ein
Operator und keine einfache Zahl sein.)

Fiir diesen Spezialfall beweisen wir durch vollsténdige Induktion die Beziehung
A, F(B)] = aF(B) (754)

(wobei F” die erste Ableitung der Funktion F' ist). Daher betrachten wir
zuniichst den Fall [A, B?. Mit Hilfe der allgemeinen Kommutatorbeziehung
[A, BC| = [A, B]C' + BJA, C] ergibt sich:

[A,B% = [A, BB] = [A, B]B + B[A, B] = 2aB (755)
also genau die zu zeigende Beziehung Gl. 754, fiir den Fall F(B) = B2

Wenn wir nun annehmen, dafl
[A, B"] = anB"! (756)

fiir einen Wert von n gezeigt ist, konnen wir demonstrieren, dafl eine analoge
Beziehung auch fiir den néchsthoheren Wert n + 1 gilt:

A B = [A BB = [A, BIB" + BIA. B") = aB" + anBE™ = a(n + 1)5"
(757)
Daraus und aus Gl. 755 folgt per Induktion die Behauptung GIl. 756.
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Wiederum nach einer Taylorentwicklung ist jedoch die linke Seite unserer
eigentlichen Zielbehauptung GIl. 754 nichts anderes als:

A, F(B) =) [A f,B"]=> anf,B"" (758)

n n

In der rechten Seite dieser Gleichung erkennen wir aber die Reihenentwicklungs-

Definition der Ableitungsfunktion F’(B) und es ergibt sich unmittelbar die
Giiltigkeit der Behauptung

[A, F(B)] = aF'(B) (759)

Wie in einigen dhnlichen Féllen kann auch dieser Satz von der Voraussetzung
[A, B] = a zu der etwas schwiicheren Voraussetzung [A, [A, B]] = [B,[A, B]] =
0 (beide Operatoren kommutieren mit ihrem Kommutator) verallgemeinert
werden. Die Argumentation ist dabei sehr dhnlich zu der gerade vorgefiihrten

und liefert:
[A, F(B)] = [A4, B| F'(B) (760)
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Appendix Operatoralgebra: Funktionen von Operatoren

A sei ein beliebiger linearer Operator. Wenn der Operator invertierbar ist, ist
der inverse Operator definiert iiber

ATTA=AA1 =1 (761)

A

Noch einfacher sind ganzzahlige, positive Potenzen von A:

A A A

A= AA.. A (762)

nmal

Sie entsprechen einfach einer n-maligen Anwendung von A.

Andere Funktionen von A sind schwieriger zu definieren. Wie beim Ubergang von
Funktionen einer reellen Variablen zu Funktionen einer komplexen Variablen
kann man sich auch hier der Taylorreihe bedienen: Die Funktion F'(z) sei
(innerhalb eines gewissen Konvergenzintervalls) in eine Taylorreihe entwickelbar:

F(zx) = Z fnz" (763)
n=1
Dann definieren wir die Funktion F(A) als folgende Reihe
FA) =Y f A0 (764)
n=1

mit denselben Koeffizienten f, wie in Gl. 763. Die rechte Seite von Gl. 764
bereitet dann keine Schwierigkeiten mehr, weil ja ganzzahlige, positive Potenzen
von A sehr einfach gegeben sind.

Beispiel: Die Operatorfunktion e? ist definiert durch

R A" . R R R
=Y =1+ A+ A2+ A0l 4 (765)

Beachte: Wenn F(z) eine reelle Funktion ist, sind auch die Koeffizienten f,
reell. Wenn auflerdem der Operator A hermitesch ist, ist nach Gl. 764 auch

~

F(A) hermitesch.

Y, sei eine Eigenfunktion von A mit Eigenwert a:

Ay = apy (766)
n-malige Anwendung von A liefert dann:

Ay = a"q (767)
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Damit konnen wir F (121) nach Gl. 764 auf v, wirken lassen und erhalten:
= fadtbe = F(a)tq (768)
n=1

Mit anderen Worten: Wenn 1, eine Eigenfunktion von A mit Bigenwert a ist,
dann ist ¢, auch Eigenfunktion von F(A), allerdings mit Eigenwert F(a).

Daraus wird klar, wie wir auf einfache Weise Funktionen eines Operators
bestimmen konnen, wenn dieser als Matrix (also in einer Basisdarstellung)
gegeben ist: Wir transformieren in die Basis, in der der Operator diagonal
ist. Diese Basis ist die Basis der Eigenfunktionen des Operators. Dort kénnen
wir also Gl. 768 anwenden; dadurch wird aus jedem Eigenwert a auf der
Diagonalen der entsprechende Wert F(a). Dann transformieren wir wieder
zuriick in die urspriingliche Basis. Wenn wir die Transformationsmatrix ( =
Matrix der Eigenvektoren von 121) mit U bezeichnen und die Diagonalmatrix
der Eigenwerte mit a, haben wir also folgende Vorschrift:

F(A)=UF(a)U' (769)

Im hier betrachteten Zusammenhang sind Operatoren im Exponenten interes-

sant, wie sie beim Propagator auftreten. Dabei ist insbesondere zu beachten:

Die sogenannte Haupteigenschaft der Exponentialfunktion (e%e® = e**?), die fiir

Zahlen immer giiltig ist (z.B. auch fiir komplexe Zahlen), gilt fiir Operatoren
i.A. nur, wenn diese kommutieren:

[A,B] =0 = AP = eBed = (AtB (770)
[A,B] #0 = eAeB # eBet +4 T8 (771)

Das wird klarer, wenn wir die entsprechenden Taylorreihen betrachten:

L Am Bn AmBn
e = ZWZH:Z i (772)

- B

B A _ Z Z
cc = n! ml m'n' (773)
A+B  _ (121 + B)
e = g — (774)

Zum Beispiel ergeben sich im Term 2. Ordnung in Gl. 774 (unter Voraussetzung,
dafl die Operatoren linear sind) die Terme (1212 + AB+ BA+ B%/2. In Gl
772 erhalten wir jedoch A2/2, B%/2 sowie AB/1. Dabei fehlt offensichtlich ein
Term der Art BA, und die Koeffizienten sind unterschiedlich. Sobald jedoch
[A, B] = 0 gilt, haben wir AB = BA und beide Fille stimmen iiberein.

218



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

Appendix Operatoralgebra: Ableitungen von Operatoren

Ein Operator A(t) héinge von einer beliebigen Variablen ¢ ab. Die Matrixelemente
A;; dieses Operators in einer Matrixdarstellung mit beliebigen Basisfunktio-
nen ¢; sind dann ebenfalls zeitabhingig: A;;(¢). Wenn diese Basisfunktionen
zeitunabhéngig sind, gilt

d dA d ~

— i = (@\EWﬁ = £<¢1|A\¢j> (775)
da d¢,/dt = 0 per Voraussetzung. In einer ansonsten nicht niher spezifizierten,
zeitunabhéngigen Basisdarstellung ergeben sich die Matrixelemente des abge-
leiteten Operators also ganz einfach als Ableitungen der Matrixelemente des
urspriinglichen Operators.

Mit diesem Trick kann man in einer Basisdarstellung zeigen, dafl z.B. die
iiblichen Summen- und Produktregeln der Differentiation auch fiir Operatoren
gelten (dies bleibt dem Leser als wirklich leichte Ubung selbst iiberlassen). Da
dabei keinerlei Eigenschaften der Basisfunktionen ausgeniitzt werden miissen,
folgen die allgemeinen Operatorgleichungen:

A~

d . dA dB
—(A+B) = Z—4+ = 776
dt( +B) dz;+dt ) (776)
d .. dA . .dB
—(AB) = Z=B+ A=
dt( ) al T (777)

Daraus und wiederum mit Riickgriff auf die Taylorreihen-Definition lassen sich
dann weitere Ableitungen elementarer Operator-Funktionen konstruieren, z.B.
die Ableitung von

At - (At)n

At = nz% — (778)
(beachte: die Zeitabhéngigkeit ist hier auf das explizite Auftreten von ¢ im
Exponenten beschrinkt; der Operator A soll in diesem Beispiel explizit zeitu-
nabhéngig sein!)
Unter der Annahme, dafl wir auch hier die unendliche Reihe Term fiir Term
differenzieren konnen, ergibt sich:

d 4 B e
el = ;—n! (779)
. o0 (At)n—l
= Az(n_l)! (780)
n=1
B 00 (At)n_l R
= Z(n—l)' A (781)
n=1
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Mit der Indextransformation p =mn — 1 ist der resultierende Summenausdruck
wiederum identisch zur Definition von exp(flt) in Gl. 778. Damit ergibt sich
also:

%e’% = At = eMA (782)
Das ist wiederum dieselbe Ableitungsregel, wie sie auch fiir Funktionen von
Zahlen gilt. Insbesondere mufl man hier nicht auf die Reihenfolge der Operatoren
achten: exp(At) und A kommutieren.

Daraus ist nicht zu folgern, dafl Ableitungen von Operatoren grundsétzlich
unproblematisch sind. Schwierigkeiten ergeben sich bereits in nur marginal
anderen Féllen, s.u.
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Appendix: Der Propagator fiir zeitunabhangiges H

Mit den gerade demonstrierten Ableitungsregeln konnen wir zeigen, dafl bei
zeitunabhéngigem Hamiltonoperator H der Operator

U(t) = et/ (783)

tatsdchlich der Propagator ist, also eine Anfangswellenfunktion ¥ (¢ = 0) von
der Zeit t = 0 zur Zeit t so vorwirts propagiert, dal W(¢) immer noch eine
Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung ist:

ih%\lf(t) — m% (e—im/hqf(())) (784)
— ih (;_LH ) i 7(0) (785)
= He /My (0) = HT(¢) (786)

Dabei haben wir keine Annahmen iiber W(¢ = 0) gemacht oder verwendet, also
gilt auch diese Operatorgleichung:

0 ~ N
20
ihs.U = HU (787)

Etwas salopp formuliert, ist also der Propagator eine (die) Losung der Schro-
dingergleichung (fiir zeitunabhéngiges H).

Man konnte versucht sein, den Propagator direkt aus der Schrédingergleichung
herzuleiten, &hnlich wie bei der Zeit-Ort-Separation, hier jedoch mit einer

Separation in die Variablen ¥ und t:
0 dv

. ~ 7 A

Integration links und rechts liefert unter Ausnutzung von H # H(t):
w(t) t t

. ot - -
/ G =) - my(t=0) = —E/Hdt’: —EH/dt’: —%Ht (789)
U(t=0) t=0 t=0

und wir erhalten nach Exponentiation tatséchlich
U(t) = e BN (¢t = 0) = TT(t = 0) (790)

Trotz des richtigen Resultats ist der in Gl. 788 gezeigte Schritt strenggenommen
im Allgemeinen illegal, weil der Operator H nicht bedenkenlos von dem Objekt
getrennt werden kann, auf das er wirkt.
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Da H ein hermitescher Operator ist, bilden seine (zeitunabhéngigen) Eigen-
funktionen {¢;} aus

A~

Hi; = Eit (791)

eine vollstdndige Basis. Daher ld8t sich jede Anfangswellenfunktion in dieser
Basis darstellen:

U(t=0)= Z citi (792)

7

Zu spéiteren Zeiten lautet die Wellenfunktion also:
Mit Gl. 768 wird daraus:

V() =UB)T(t=0) =) ce Flhy, (794)
Da die Eigenfunktionen orthonormal sind, gilt

¢ = (Y| ¥(t = 0)) (795)

und wir erhalten
Ut)o(t=0) =) e ™M) (il ¥(t = 0)) (796)
Da wir tiber ¥(¢t = 0) keine Annahmen gemacht haben, gilt die allgemeine
Operatorgleichung

U) =3 _ e i) (v (797)

Hiermit haben wir nicht nur gezeigt, dafl dies die Entwicklung des Propagators
in die Eigenfunktionsbasis ist, sondern auch, dafi eine Superposition aller(!)
stationdrer Eigenfunktionen inkl. der zugehorigen Zeitvorfaktoren formal eine
Form der allgemeinen Losung der zeitabhédngigen Schrodingergleichung ist (wie
weiter oben nur vermutet).

222



Einfithrung Theoretische Chemie e Prof. Dr. B. Hartke, Universitidt Kiel, hartke@pctc.uni-kiel.de

Appendix: Infinitesimale unitdre Operatoren

U(e) sei ein unitdrer Operator, der von einer infinitesimalen, reelen Groflie e
abhingt. Dann kénnen wir U in eine Potenzreihe in € entwickeln:

Ule)=1+eG+--- (798)

Der erste Term ist der Einheitsoperator, weil fiir € — 0 gelten muf U — 1, da
U per Voraussetzung unitir sein soll. Uber den Operator G im zweiten Term

wissen wir noch nichts.
Zur Vereinfachung des Folgenden setzen wir

F=—iG  baw. G=iF (799)
wodurch aus Gl. 798 wird:

Ule) =1+ ieF +--- (800)
Das Adjungierte dieser Reihe lautet:
Ulle) =1 —ieFT+ - (801)
Durch Multiplikation dieser beiden Reihen Gln. 800 und 801 erhalten wir:
Ue)Ul(e) =Ul(e)U(e) =1+ ie(F — F) + - (802)
Ul=0"' =  UU'(e)=Ule)Ue) =1 (803)
Damit folgt aus GIl. 802:
F—-Fl=0 =  F=Ft (804)

d.h.: F ist hermitesch.

Diese Argumentatlon 148t sich auch umkehren:
Wenn F' ein hermitescher Operator ist und ein U (€) gegeben ist durch

Ule) =1+ ek (805)
dann koénnen wir diese Gleichung mit ihrer adjungierten Version
Ut(e) =1 —ieF? (806)
multiplizieren und erhalten
0(6) Ute) = UM(e) U(e) = 1 +ie(F — Fy + O(e2) (807)

Der Term der Ordnung €® entfillt, wenn e infinitesimal ist. Da F per Voraus-
setzung hermitesch ist, ist der zweite Term Null. Also bleibt lediglich {iibrig:

Ue)Ul(e) = Ul(e) U(e) = 1 (808)

was nur richtig sein kann, wenn U(e) unitér ist.
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Appendix: Der infinitesimale Propagator ist exakt

Der infinitesimale Propagator iiberfithrt W(¢) in W(¢ 4 dt):

A~

U(t+dt) =U(t+ dt, t)U(t) (809)
Einsetzen der Definition von U(t + dt, )

Ut +dt,t) =1 — %H dt (810)
liefert:
U(t +dt,t) = W(t) — %dt HU(1) (811)
U — v .
i+ dZ O _ fow (812)

Da dt eine infinitesimale Grofle ist, steht links schlicht die Definition des
Differentialquotienten, und wir erhalten:

_ou(t)
ih— = = HY(t) (813)

also nichts anderes als die zeitabhéngige Schrodingergleichung. Im Limit eines
infinitesimalen Zeitschritts dt ist der Propagator nach GIl. 810 also exakt.

Appendix: U(t +dt) und U(t,t,) sind unitér

Der infinitesimale Propagator ist unitédr, weil er gegeben ist durch

Ut +dt,t) =1— %H dt (814)

mit dem hermiteschen Operator H.

Propagation iiber den finiten Zeitschritt ty — t; erfolgt durch:

A

W(t1) = Ul(tr, to)¥(to) (815)

Analog gilt fiir Propagation von t; zu to:

W(ty) = Ulty, 1)U (ty) (816)
W(ty) ist aber nach Gl. 815 gegeben; daher ergibt sich fiir die Propagation von
to nach to:

A~ A~

W(ty) = Ulta, t1)U(t1,t0) ¥ (to) (817)

Im Grenzfall kann man auf diese Weise eine Propagation iiber ein finites Zeit-
intervall durch ein Produkt aus ,unendlich vielen* infinitesimalen Propagatoren
darstellen. Jeder einzelne dieser infinitesimalen Propagatoren ist aber unitér,
also ist auch der (finite) Gesamt-Propagator unitér.
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Appendix: ErhaltungsgroBen bei Zeitpropagation

Bei der Herleitung des Ehrenfest-Theorems wurde allgemein gezeigt:
0 ia 0A
—(A)(t) = —=(|A(t), H — 1
S (AY (1) = —{[A(), H]) + (=) (318)
Bestimmte Groflen dndern ihren Wert bei Zeitpropagation nicht (Erhaltungs-

grofien, constants of the motion). Eine solche Grofle liegt nach Gl. 818 offenbar
vor, sobald fiir den zugehorigen Operator gilt:

A
Aa_f - 0 (819)
[A,H] = 0 (820)

Rein formal gilt beides fiir den Einheitsoperator 1; daraus folgt Erhaltung
der Norm, was zur obigen (nicht wirklich unabhéngigen) Herleitung pafit, daf
U(t+dt) und U(t,tp) unitar sind.

A

Strenggenommen lautet die zweite Forderung [A(t), H(t))] = 0 mit beliebigen,
i.A. verschiedenen Zeiten ¢ und . Fiir den Fall A = H gilt diese (verschirfte)
Forderung nicht notwendigerweise. Bei konservativen Systemen ist jedoch H
nicht explizit zeitabhingig, und dann ist [ﬁ : ﬁ] = 0 trivial erfillt. In diesem

Fall ist also die Energie auch eine Erhaltungsgrofle.

An dieser Stelle miifite die Verbindung zwischen Invarianzen beziiglich gewissen
(Symmetrie-)Operationen (Raumtranslation, -rotation, Zeittranslation usw.) und
den daraus sich ergebenden ErhaltungsgréBen (Impuls, Drehimpuls, Energie,
usw.) in der klassischen Mechanik und in der Quantenmechanik gezeigt werden.
Dies wird jedoch in zahlreichen Physik-Lehrbiichern abgehandelt, siehe z.B. H.
Goldstein: ,,Classical Mechanics“, Addison-Wesley, Reading, 1981, Kap. 9-5, 12-
7; R. Shankar: ,Principles of Quantum Mechanics®, Plenum, New York, 1980,
Kap. 11.

Wichtiger fiir die Praxis der quantenmechanischen Wellenpaketdynamik ist, dafl
Propagationsalgorithmen offenbar Norm und Energie (und weitere Erhaltungs-
groBen) mit hinreichender Genauigkeit erhalten sollten, wenn sie es nicht schon
per Konstruktion tun.
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Appendix Operatoralgebra: Ableitungen von Operatoren Teil 2

Marginal schwierigere Operatorausdriicke erfordern Vorsicht bei der Ableitung.
Nach Gln. 777 und GIl. 782 ergibt sich z.B.:

d . - P I
E(eAteBt) — AefteBt 1 oAt BBt (821)
Dies konnen wir offenbar umformen zu
d i 4 . L
E(eAteBt) _ eAtAeBt + 6AtBeBt (822)

= At AeBt 4 AlBip (823)

Unter Beachtung des oben Hergeleiteten (Gln. 752 und 756) ist jedoch i.A.

d . - .
a(eAteBt) + (A + B)etteP (824)
Dies wird nur zu einer Gleichheit, wenn [A, B] = 0 (oder bei Funktionen

von Zahlen statt Operatoren). Hier ist also die Reihenfolge der Operatoren
entscheidend wichtig.

Derartige Schwierigkeiten ergeben sich jedoch nicht nur beim Auftreten mehrerer
Operatoren im Exponenten. Bereits bei einem einzigen Operator A(t) mit belie-
biger Zeitabhéngigkeit kann man (ebenfalls {iber eine Taylorreihen-Entwicklung)
zeigen, dafl i.A. gilt )

4 aw 4 34 aw

i e (825)
es sei denn, daf
. dA d i dA 4
A(t). 2281 = Al T LA 9
[A(t), dt] 0 = e e (826)

Diese Voraussetzung mufl bei allgemeiner Zeitabhéngigkeit jedoch keineswegs
gegeben sein.
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Appendix: Propagator bei zeitabhangigem H

Aus genau diesem Grund ist auch der Zeitpropagator bei allgemeiner Zeitab-
héngigkeit des Hamiltonoperators sehr kompliziert. Bei zeitunabhéngigem H
haben wir als Propagator

Ult, ty) = e Ht=t)/h (827)

Der scheinbar aus einer analogen Herleitung (H muB in Gl 789 unter dem
Integral bleiben) im allgemein-zeitabhéngigen Fall konstruierbare Operator

t

R —L[H)d

Vit,ty) =e o (828)

ist jedoch micht der Propagator fiir diesen Fall, da wie gezeigt i.A. gilt:

m%f/(t, to) # H()V (¢, to) (829)

Als Ausweg kann man die zeitabhéngige Schrodingergleichung formal auch ohne
die in Gl. 788 gezeigte Variablentrennung durchfithren und erhélt:

U(t) =0t =0)+ % / H(t)U(t)dt' (830)

Dies ist offensichtlich keine direkte Losung unseres Problems; es ist sogar eine
Gleichung ganz anderen Typs, nadmlich statt einer Differentialgleichung nun
eine Integralgleichung zur Bestimmung von W(¢) (die Lippmann-Schwinger-
Gleichung). Dabei taucht das zu bestimmende W(t) aber nicht nur auf der
linken, sondern auch auf der rechten Seite auf, dort sogar unter dem Integral.
Die Schwierigkeit besteht also darin, daB zur Bestimmung von W(t) zu einer
Zeit t eben dieses W(t) bereits bekannt sein muf (sogar zu allen Zeiten zwischen
t=0 und t).

Eine generelle Strategie zur Losung solcher Gleichungen besteht in der Durch-
fiihrung einer Iteration: Solange die Integrations-Endzeit ¢ sich nur unwesentlich
von der Integrations-Startzeit ¢ = 0 unterscheidet, ist W(¢ = 0) eine akzepta-
ble Losung fiir den gesamten Integrationsbereich. Also setzen wir zunéchst
U(t) = ¥(t =0) auf der rechten Seite der Gleichung ein. Dadurch ergibt sich
aber eine (neue) Losung W(t) auf der linken Seite. Diese kann nun wiederum
rechts eingesetzt werden, wodurch dort allerdings ein Doppelintegral entsteht,
USwW.
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Eine genaue Durchfiihrung dieser Strategie*® liefert nach unendlich vielen Schrit-
ten

B(t) = i (%)n%/--t-/fﬁ(tl)---f[(tn) dty---dt, SU(E=0)  (831)

n=0

Dabei sind die Variablen ¢; die Integrationsvariablen der einzelnen Integrale.
Ein ,magischer* Zeitordnungsoperator T sorgt dafiir, dafl das dahinterstehende
Operatorprodukt in Reihenfolge abnehmender Zeiten von links nach rechts
chronologisch geordnet wird (dieser Operator T ist letztlich nur ein Trick, um
die Notation der Integralgrenzen erheblich zu vereinfachen).

Dieses Resultat ist offenbar formal identisch zur Taylorreihe einer Exponenti-
alfunktion, sodafi man auch schreiben kann (nur oberflichlich &hnlich zu GL

A~

828, der unscheinbare Zeitordnungsoperator 1" ist elementar wichtig!):

5 1

U(t) =T < exp -7 / Hdt'| 50t =0) (832)

45 E. Fick: ,Einfiilhrung in die Grundlagen der Quantentheorie”, Aula-Verlag, Wiesbaden, 1968/1988, Kapitel
3.5.7; A. L. Fetter und J. D. Walecka: ,Quantum theory of many-particle systems®, McGraw-Hill,
New York, 1971, Kapitel 3.6
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Vom nicht-adiabatischen Kopplungsmatrixelement zum
adiabatisch-diabatischen Mischungswinkel

In der 2-Zustandsnéherung sei der Zusammenhang zwischen den adiabatischen
und diabatischen Zustdnden gegeben durch:

¥4l = cosa(R) V] —sina(R) Wl (833)
T8 = sina(R) V) + cosa(R) Ul (834)

Damit konnen wir das nicht-adiabatische Kopplungsmatrixelement schreiben
als:

0 0
(\Ilild\@\\lfg% = (Ucosa — \Ifg sin a|ﬁ|\11f sin o + \Ifg COS (v) (835)
= (UYcos oz] |\I/1 sin a) — (U sin a\ ]\111 sin a)
+ (¢ cos oz\ 8 ]\112 cosa) — (Ul sin oz| (9 |\If2 cos a) (836)

Unter Beachtung von Produktregel und Kettenregel (der Mischungswinkel a(R)
ist ortsabhingig!) und bei Verwendung der Forderung OW¢/OR = 0 ergibt sich
u.a.:

0 0 0 4,0
@\Pdsma = smaﬁlﬂdnt \IflaR sina =0+ \Ifla— CoS (v (837)
Analoges Vorgehen auch fiir die anderen Terme liefert:

Oo Oo
OR OR

Oa Oa
— (U cos a| WY sin o) — R + (U sin a| VY sin &>8R (838)

(@fﬂ%mf%d} = (U9 cos | cos a)——= — (U4 sin | WY cos a) —

Wenn die diabatischen Wellenfunktionen orthonormal sind, ergibt sich daraus
schlieflich:

<\Ifad\ |\Ifad> = g;; (US| T]) cos® v — (WG| W) sin v cos
—(U{|W9) sin o cos o — (WG| T9) sin® o) (839)
Oa
= o5 840
IR (840)

Dies ist der gesuchte Zusammenhang zwischen dem nicht-adiabatischen Kopp-
lungsmatrixelement und dem Mischungswinkel «, der die unitdare Transformation
von der adiabatischen in die diabatische Darstellung (und umgekehrt) bestimmt.
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Appendix: Propagation auf mehreren Potentialflachen

Die Gesamtwellenfunktion W sei durch eine Entwicklung in elektronische Wel-
lenfunktionen ¢;(r,R) gegeben (hier im Beispiel i = 1,2), wobei die Entwick-
lungskoeffizienten die Kernwellenfunktionen y;(R,t) sind; also:

U = o1x1 + P2x2 (841)
Einsetzen in die zeitabhéngige Schrédingergleichung
0 A
h—V = HU 842
ihos (842)
liefert: p
ihg(%)a + dox2) = H(dix1 + dax2) (843)

Zeitabhéngig sind lediglich die Kernwellenfunktionen, nicht die elektronischen
Wellenfunktionen; dies ergibt:

. 0 . 0 . .
ih ¢1§ X1+ th ¢2§ X2 = Tn(d1x1 + d2x2) + Ha(prx1 + d2x2) (844)

Multiplikation von links mit (¢;| liefert unter Beachtung von (¢;|¢;) = d;;:

a T r - ~
Zha X1 = <¢1|TN‘¢1>X1 + <¢1‘TN|¢2>X2 + <¢1|Hel‘¢1>X1 + <¢1|Hel|¢2>X2 (845)

Adiabatische Darstellung:
Hier sind die elektronischen Wellenfunktionen ¢; Eigenfunktionen von ﬁel;
mit Figenwerten FE;(R). Gleichzeitig hdngen die Funktionen ¢; jedoch noch
(parametrisch) von R ab, und daher sind Matrixelemente von Tn mit diesen
Funktionen nicht Null. Unter Beachtung der Produktregel V2fg = fVZ%g +
2V f-Vg+gV>2f erhalten wir vielmehr (vgl. Herleitung der Born-Oppenheimer-
Separation!): ) A A A

(¢1|Tw|o)x1 = Twxa + (217, + 1)) xa (846)
Aufgrund der Orthonormalitit der Funktionen ¢; ist 7T o, fur alle m jedoch
Null (Appendix-Appendix). Analog liefert der zweite Term auf der rechten
Seite von Gl 845 zwei nicht-adiabatische Kopplungsterme 77, und T7):

(@1 Tw|d2)xo = (daldo) Trxo + (2175 + To)x2 = 0+ (210, + Tip)xa  (847)
Damit erhalten wir letztlich folgende Propagationsgleichung fiir xi:

0 . . R .
Zﬁa x1=Tvxa +Tixa + (277, + Tip)xe + E1(R)xa (848)

Multiplikation von Gl. 844 mit (¢s| ergibt eine analoge Propagationsgleichung fiir
x2. Beide Gleichungen sind iiber die Terme der kinetischen Energie gekoppelt,
aber unabhéngig voneinander (diagonal) in der potentiellen Energie.
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Diabatische Darstellung:

Hier wurde (ggf. nur ndherungsweise) dafiir gesorgt, dafl TN@ = 0 gilt; daher
iiberlebt nur der erste Term auf der rechten Seite von GIl. 846 und es entstehen
auch keine weiteren nicht-adiabatischen Kopplungsterme 77, oder T” . da alle
Terme in Gl. 847 Null werden. Gleichzeitig sind die elektronischen Funktionen
¢; nicht mehr Eigenfunktionen von H.;: die Matrixelemente <(bl|ﬁel|¢]> sind
also nicht mehr Elemente einer Diagonalmatrix (mit den Eigenwerten auf der

Diagonalen), sondern sind die diabatischen Potentiale und Kopplungen Vi4(R).

Daher erhalten wir als Propagationsgleichung fiir x;:
L0 2 d d
thearxa = Tvxa + Vipa + Vigxe (849)

Multiplikation von Gl. 844 mit (¢s| ergibt eine analoge Propagationsgleichung
fiir x2. Beide Gleichungen sind iiber die potentielle Energie gekoppelt, wihrend
sie in den Termen der kinetischen Energie unabhéngig (diagonal) sind.

Appendix-Appendix:

Die Orthonormalitdatsbeziehung der elektronischen Wellenfunktionen lautet:

(¢ild5) = i (850)
Ableitung dieser Beziehung nach einer Kernkoordinate R liefert:
0 09, dpj,
D (6163) = (9%105) + {89y = 0 (851)
Also muf} gelten:
9, 26,

(52165) = ~(il =) (552)
Dies gilt genauso nicht nur fiir eine einfache Ableitung nach einer Kernko-
ordinate, sondern auch fiir den Nabla-Operator V und damit auch fiir die
nicht-adiabatischen Kopplungsmatrixelemente TZ’], die im wesentlichen Matrix-
elemente des Nabla-Operators sind (nicht jedoch fiir die TZ’J’, die Matrixelemente
des Laplace-Operators A = V2 sind):

T = -Tj, (853)
Fiir den Fall ¢ = j mufl daher gelten:
T, =0 (854)
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Appendix: Adiabatisches Theorem

Die zeitabhéngige Schrédingergleichung lautet allgemein

0
iha\lf(t) = H(t)¥(t) (855)
mit den Zustédnden a,b,... und dementsprechend
Ea V;Lb(t) e \Pa

Ht)=|Vult) B | , U=|[¥ (856)

An jedem einzelnen Zeitpunkt t kann die Hamiltonmatrix H diagonalisiert
werden:

U 'OHGU{) =D({t)  bzw. U0 =7 (857)
Damit wird aus GIl. 855
ih%(U(t)\If’(t}) _ih (U(t)a‘lgf) + 8%1(;5) \I!’(t)) ~HOUGOT(E)  (858)

oder nach Multiplikation mit U~! von links und leichter Umformung:

ihQ\Il’(t) = D()V'(t) —ihU —1(t)8U—(t)\If’(t) (859)
ot ot

Wenn H(t) langsam verdnderlich ist, ist es auch U(t) und U~!(¢). Dann kann
der zweite Summand auf der rechten Seite von GIl. 859 vernachléssigt werden.
Die verbleibenden Terme enthalten keinerlei Zustandskopplungen mehr, also
muf eine anfingliche Eigenfunktion auch im weiteren Zeitverlauf Eigenfunktion
bleiben. Im Bild der Born-Oppenheimer-Separation zwischen Elektronen und
Atomkernen beschreiben diese Terme eine (langsame!) Zeitevolution auf den
ungekoppelten, adiabatischen Flachen.
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The derivation of vibration—rotation kinetic energy operators in
internal coordinates. II |
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A new method of deriving vibration-rotation kinetic energy operators in internal coordinates

is applied to tetratomic molecules. This meth

od dispenses with the ue of Euler angles, and is a

great simplification of the previously used approach.

1. Introduction
The vibrational secular equation method is increas-
ingly used to determine the ro-vibrational energy
levels of three- and four-atom molecules. In this
approach the equations have the form

Zs<'f’rlf\".+ p- W|Ws>K:O, (1)

where T and 7 are the kinetic and potential energy
operators appropriate for the molecule. It is usual to
use internal coordinates t (1, i=1,2,... 3N - 6), and
the Euler angles o, 8 and Y which describe the rotation
of the molecule. Therefore ¥, = ¥,(t o, B, 7). The
kinetic energy operator 7' will be dependent on t and
the angular momentum operators J. The potential
energy operator wjll be a function of the internal coor-
dinates only, i.e. V= ¥(t), which will have some pre-
scribed analytic form. In this paper we address again the
derivation of T, taking advantage of a si gnificant devel-
opment due to Lukka [1]since our original contribution
2] hereinafter called paper I. We refer the reader to the
references in I which discuss earlier approaches to this
problem. Since then there have been new contributions
to the problem of finding the full vibration-rotation
kinetic energy operator, in particular Chapuisat and
co-workers [3, 4] who proceed by finding expressions
for effective inverse moment of inertia matrices. The
purpose of this paper is to give an approach for the
derivation of the kinetic energy operator which is cer-
tainly more elegant and straightforward than our pre-
vious approach.

2. Kinetic energy operators
Consider a molecule as a system of N nuclei with
masses m; and Cartesian coordinates x;,, i= 1...n,
o= X, ¥, z in a Igboratory fixed frame. Then the kinetic
energy operator T is:

A hZ N 1 62
T==— ——. 2
2 202 ma, @
In practice one needs to use internal coordinates
G, k=1...3N-6,

which are most appropriately bond lengths, bond
angles, etc. if molecular vibrations are of interest. Mole-
cule fixed axes can be defined in terms of the laboratory
fixed coordinates of the particles giving

l1 ( {xia}),
]2( {xia}),
13( {xia})a

the unit vectors along the molecule fixed axes. These
molecule fixed axes can be described in terms of the
laboratory fixed axes via the Euler angles, o, B, ¥:

x; = R+ S(O‘p 'Ba Y);‘ia (3)

where R is the origin of the molecule fixed frame in
laboratory fixed coordinates, X; are the coordinates of
the particles in the molecule fixed frame, and S is a
rotation matrix. Hence the columns of the matrix S
are I;, L, I, Now use coordinates {t;7=1,3N- 3},
where

t=g¢ j=1,..3N-6

and
Bav-5 = 0
I3N-4 = /3,
Bin-3 =17,

Le. the internal coordinates and three rotational coord-
inates, taken to be the Euler angles. (The overall trans-
lational motion is of no interest here and so only 3N - 3
coordinates are required.) Then equation (2) becomes
(by elementary application of the chain rule):

0026-8976/97 $12:00 © 1997 Taylor & Francis Ltd.
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R 1 0 ot

P=-5 ZZZm ax,aax,aat Btk

hZ 3N-3 N 1 aZI
2 (4)

DW=
EZ 3N-3 " 82 3N-3
2[2.«3&]8& ZH"J”J] (5)

where
1 at atk
d'= sz, OXig, i,
1
= Z;iv,-tj-wk, (6)
and

1621 N (7)

"= ZZmI ox%y Z_

Once the ¢* and /' have been found, the kinetic energy
operator is determined. The matrix ¢ is the familiar
Watson G matrix [S] It is essentially determined from
the scalar product of the gradient vectors of the internal
coordinates with respect to the laboratory fixed coord-
inates. It is available for all the usual internal coordi-
nates in a standard reference by Decius [6] # is found
from the Laplacian of the internal coordinates.

In the J = 0 case the rotational coordinates can just
be ignored and the procedure is simple. For the tri-
atomic case it is straightforward to derive the operator,
whether valence, Radau or scattering coordinates are
used. There are many applications in the literature
using each of these. For the tetratomic case it is tedious,
out straightforward, to determine the operator for the
linearly connected (for example, H,O,) or centrally con-
nected (for example, CH,O) molecules [2]

The conventional approach to the J # 0 case as used
by Sutcliffe [8, 9]and others is not so easy. One needs

of {a}), Bl{x}), 1 ({5 }),

Le. expressions for the Euler angles in the laboratory
fixed frame, and also

i terms of
A A A
JX: ‘])’) JZ)

ie. the angular momentum defined with respect to the
molecule fixed axes. Classically one has:

234

A _ 9T 3T . or &b or oy
7= pa, = daom, T o T orom O

where @, is the component of the angular velocity of the
molecule along the molecule fixed x axis. Then one
defines the conjugate momenta

or
Ps=%
NPT

etc., and makes the correspondence
P iﬁ
=B

etc. One obtains the relations:

7. cosec(B)cos(y) iﬁé% - s1n(7)( 175—)
0

- cot(B)cos(y) i}i-a—y ,

3, = - sec(B)sin(y) iﬁ‘a— - cOS(Y)( 175-5%)
reot(P)sin(r) 72

A z%-—a— (9)

ay S
and with use of the commutation relations
A A A
[V, Jy| = - ihJ;

(note the minus sign) these can be inverted to give an
explicit kinetic energy operator. This is an extremely
tedious procedure, and one must be extremely careful
about the definition of the coordinate system, as the
transformation matrix will become singular at certain
molecular configurations.

The new approach gets round all this. The final
operator must be rotationally invariant, and hence the
Euler angles do not appear in the final expression. This
prompted Lukka [1]to observe that it is not necessary to
use coordinates that describe the orientation of the
molecule fixed frame with respect to the laboratory
fixed frame explicitly; it is only the change in that orien-
tation that matters. Therefore he suggested using infini-
tessimal rotations as the rotational coordinates, and the
correspondence:

% 0

Jr —ih Ze.
etc. Here J is the angular momentum operator around
the three selected molecule fixed axes, and e, & s €7 Are
azimuthal angles of rotation about these three axes. The
gradient vectors and Laplacians of these three angles are
all that occur in the kinetic energy operator. Lukka
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Vibration—rotation kinetic energy operators. i

0
o

cosec (6;) _ cosec (8)
myrir; myrars
)- cosec (6 ) ) cosec(az)]
2

b

=il & = cos(¢ /2 [— cot (6)) + cot (6)) +

u 968—s1n¢/2)[ a(eot(@) + cor(@)
marirs myrars

_. s 9: - 2 o 1 1 o 1
o¢ i o cosec”( 1)[2.ulr%+ 21313 ] + cosec” 2)[ 272 2u3r2

+ cot(6;) cosec(8,) - 1 cot (6;) cosec (6,).
rr3

niyrr;
Vibration—vibration terms

These are the ¢. The contribution to the Hamiltonian is twice this term for i # j.

&
9=
A g = l cos(6;)cos(6;) + sin(6; ) sin (6;) cos ()],
Or2 Or
_5_2. 2 _ 1
Gr%d /'(2,
& ]
Or3 Or; dl:ECOS(el)
& 1
arsa 9 = myeos (@)
ol 31
a’%d .—IJ3’
& a1 .
G ¥ = @)
1 . . ]
8918261*2: ¢ =- ;ufr‘;sm(ez)cos (¢)+ ;u%Z[COS(el)Sln(e2) cos(¢) - sin(6;) cos (92)],
& L3 1 .
Frars = (@)
P11 2c0s(8)
89%‘&_:“17:124-“37‘2- marirs 2
a@?;rlzélz_—n—i—sm((?)cos ¢)+——[cos 5)sin(6;) cos(4) - sm(ez)cos(el)J
& o 1 .
6926r2'j - —%sm(%),
& s 1.
Py 9 - -“m:rzsm@:
& cos(8) cos(8) 1
= - - 9 6
50,56, : g = cos ¢) 2 marrs T mara +m4r1r [cos 1) cos (6,) cos (4) + sin (8;) sin (6 )}

[%

dS: 1 + 1 _ZCOS(Qz)
Hard  Mard  myrars

(O}
3
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Q,

:d' = sin(¢)sin(91)[- ‘ni cosec(6y) + er;cot(%)],

0% o
& d” = sin(¢)sin(8,) - —1-cosec(9 )+ —-l—cot(9 )
% ory’ 27 mary Y mars Y
& . &_
0% ors” S = %
&

QD
4
Q
k<)

. & = sin(9)] - cot(§2)+ cosec(6)) cos(91)cosec(92)+ cot (6) cos (6;)
H3ry marars narir marirs ’

& . & = sin(s)] - cot(91)+ cosec(el)_ cos(92)cosec(91)+ cot (6;)cos (&)
0% 06, H3r3 maryrs myrry marats ’
& 1 2 ] 1
e S 8,) + —— cosec? (6,) + ——=[cot2 (0 2(0) -
P i cosec (6)) + o, cosec” (6,) + u3r§[COt (61) + cot?(6)) 200t(91)cot(92)cos(¢)]
+ 2005(p)] - cosec(6) ) cosec (6;) N cosec (6;) cot (6) . cot(@)cosec(%)]
marir myrirs marars
} 2cosec(91)cot(91)_ 2 cosec (6,)cot (6,)
marr3 marars ?
0 =~ 2 ) . 2
o B = - %[cos(Ql)cos(Gz) + s1n(91)sm(92)cos(¢)] - %003(91),
~ 2 . .
8%: 7= - %[005(91)005(92) + sm(%)sm(%)cos(d))] - ;Z—r;cos(ez),
o = 2 2
-ér:: "= - EZCQS(Ql)— H_M_ECOS(QZ)’

1 1
it " H3r3 ¥ mar1r3
. 2cos(¢)sin(6,) . 2sin (6} ) cos(8,) _ 2cos (¢)cos(8;)sin ()
nrars mar 1 marra
9 .= cot(%)[ L, 11,2 [2sin(9)- cosec(6)
“zi’% ng% marar3 g 2 ]
N 2c0s(4)sin(6;) . 2sin(6;)cos(6;) _ 2cos (¢)cos(6,)sin(8)

—: 1" = cot (6;) [2sin(6;) - COS@C(Gl)]

>

b

myrir3 myrr murrp
0.5 2sin(9) sin(91)cosec(92)_ sin(91)cot(92)+ sin(92)cosec(91)_ sin(8,) cot ()
oo my rir rirs Fir2 rar3 '
Appendix 4

The kinetic energy operator for acetylene

Rotation—votation terms
1
- d = 2
=[5 B g =0,

- [Jx, Jz]+: g° = cos (4 /2) Tlﬁ%(cot(ﬁ) - cot(6,)) +

cosec(6,) - 5 lr - cosec ()],

2m3r2r3
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Appendix: Traditionelle Berechnung von £(7):

Die Reaktionsgeschwindigkeitskonstante k(F) als Funktion der Energie (mikro-
kanonisch) oder k(T') als Funktion der Temperatur (kanonisch; nach Boltzmann-
Gewichtung der bei Temperatur T besetzten Zustinde der Energie F) kann
nach der Streutheorie berechnet werden, wenn die volle Information iiber die
Reaktion vorliegt, z.B. in Form von Streuquerschnitten o (Truhlar/Muckerman,
S. 519, 524):

Beim Stoflparameter b,,,, sei der Abstand zwischen Target und Projektil so
grof3, dafl keine Reaktion mehr stattfinden kann. Wenn bei allen Stoflparametern
b < bpar die Reaktion mit Sicherheit stattfindet (Reaktionswahrscheinlichkeit
P.=1), ist der Streuquerschnitt einfach die entsprechende Kreisflache:

o = b’ (860)

max

k(E) bzw. k(T) ergeben sich dann im wesentlichen (abgesehen von Normie-
rungsfaktoren) zu (siehe Stofitheorie harter Kugeln; v,.;: Relativgeschwindigkeit
Target—Projektil):
k(E) o 0pqo(FErel) (861)
kK(T) = (vreao(Era))r (862)

In realen Reaktionen ist P.(FE,¢, G, p;) entweder 0 oder 1, was fiir die jeweiligen
Anfangsbedingungen ¢;, p; durch Propagation klassischer Trajektorien ermittelt
werden kann. Dann ist der Streuquerschnitt:

0(Ere) = 702, AP (Erer)) (863)

max

mit Mittelung () iiber alle moglichen Anfangsbedingungen mit Relativenergie
E,e und Stofparametern b < by, (siehe (Appendix-Appendix) Boltzmann-
Mittelung)

Die Reaktionsgeschwindigkeitskonstante ergibt sich dann zu:

00 bmaz Tmaz

k(T) o / / / P(E,)Eyee” E/M 4B, bdbdr (864)

E,..;=0 b=0 =19

abgesehen von Normierungsfaktoren, und mit ausgeschriebener Mittelung {iber
alle internen Koordinaten 7.

Das hochdimensionale Integral {iber 7 in Gl. 864 kann durch Monte-Carlo-
Integration numerisch ndherungsweise berechnet werden. Dazu wéahlt man N
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Zufallspunkte 7; im Integrationsgebiet. Dann gilt fiir beliebige Funktionen f(Z):

I I
=[] FRdE= () = 3 1@ (365)

Fiir Boolesche Funktionen (mit Funktionswerten von 0 oder 1) gilt offenbar:
e(I) = =F (366)

wobei N, die Anzahl der Punkte ist, fiir die f =1 gilt (fiir alle anderen Punkte
gilt f=0).
Im vorliegenden Fall ist P, eine Boolesche Funktion. Wird GIl. 864 nach dem

MC-Verfahren berechnet, reduziert sich die Integration auf die Bestimmung des

Verhaltnisses

N,  Anzahl reaktive Trajektorien (867)
N Anzahl aller Trajektorien

durch MD-Propagation von Trajektorien. Dieses Verhiltnis geht dann als we-
sentliche Grofle in alle folgenden Gleichungen ein, wie z.B.:

o Vi
mal’ﬁ
Dieses Verfahren heifit dann verwirrenderweise ,,Monte-Carlo-Trajektorienver-

fahren“ (dabei werden nicht etwa ,MC-Trajektorien* berechnet, sondern MD-
Trajektorien, kombiniert mit einer MC-Integration iiber Anfangsbedingungen).

o=mb (868)

Bereits in den 70er Jahren war klar, dafl die damit erzielte Genauigkeit be-
grenzt ist, und verschiedene ,,importance sampling“-Methoden wurden diskutiert.
Trotzdem konnten typische Anwendungen (Karplus/Porter/Sharma: H + Ho,
Jaffe/Anderson: F + Hs) mit mehreren 100 Trajektorien pro Anfangsenergie
und Anfangs-Quantenzustand keinen Anspruch auf quantitative Genauigkeit
erheben.
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Appendix-Appendix: klassisch-mechanische Boltzmann-Verteilung:

In der klassischen Mechanik ist ein System vollstindig durch die Angabe
seiner Orts- und Impuls-(bzw. Geschwindigkeits-)Koordinaten ¢ und 7 gegeben
(also durch einen Punkt im Phasenraum). Die Wahrscheinlichkeit, daf§ diese
Koordinaten Werte zwischen ¢ und ¢+dq bzw. zwischen p und p+dp annehmen,
ist nach Boltzmann gegeben durch:

P(7,p) dqdp = Ae PHEP) g dp (869)

(dabei ist H die klassische Hamiltonfunktion, die die Gesamtenergie des Systems
angibt, aulerdem wird die gebrauchliche Abkiirzung § = 1/kgT verwendet.)

Da das System irgendwo im gesamten Phasenraumgebiet R sein muf3, gilt
1=A / e PH@P) g dp (870)
R
und der Normierungsfaktor A ergibt sich zu
1/A = / e PHTP) qgdp = Zg (871)
R

und ist damit das klassisch-mechanische Analogon zur Zustandssumme.

Der Boltzmann-gewichtete Mittelwert einer Funktion f(q,p) ist damit gegeben
durch:

(=2 [ f@me " dgy (872)
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Appendix: Statistische Thermodynamik

Die Zustandssumme 2z eines Molekiils involviert eine Summation iiber alle
Quantenzustinde i bzw. deren Eigenenergien ¢; (jeder Zustand kann dabei
gi-fach entartet sein):

2= gie T (873)
=1

Fiir N unterscheidbare Teilchen ist die System-Zustandssumme Z gegeben
durch 2%, fiir N ununterscheidbare durch zV/N!.

Aus der Zustandssumme konnen alle Gréflen der Thermodynamik berechnet
werden, z.B. die Enthalpie und die Entropie:

oln”Z OlnZ
H = kgT? T 4
kp ( T )V + kgTV < B )T (87 )
OlnZ
S = k?BT < 8T )V + ]fB InZ (875)

Die Energie € eines Molekiils kann man ndherungsweise(!) separieren in Trans-
lation, Rotation, Vibration und elektronische Anregung:

€ = €trans T €rot + €vib T €el (876>

Aufgrund des exponentiellen Zusammenhangs faktorisiert dadurch die Zustands-
summe:
Z = Ztranscrotfvibcel (877>

Zustandssumme der Translation:

Die Translation ist in die drei kartesischen Komponenten separierbar. Fiir jede
Komponente nimmt man nidherungsweise(!) die Energiezusténde eines Teilchens
im Kasten (Kastenldnge a) an:

hZn?

8Sma?

(878)

€n

Gegeniiber kpT liegen diese Zustdnde so dicht, dal man die Summe in GI.
873 durch ein Integral ersetzen kann. Dieses kann man analytisch auswerten
und erhélt so fiir die 1D-Translation:

Zirams = %\/%kaT (879)

Zustandssumme der Rotation:
Die Rotationsniveaus eines zweiatomigen starren Rotators sind

h2
rot = 57 J(J +1) (830)
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mit dem Trigheitsmoment I = m;r? 4+ mors und der Quantenzahl J. Uber die
zusitzliche Quantenzahl m (Projektion von J auf die z-Achse = Orientierung
des Rotators im Raum) sind diese Zustédnde (2.J41)-fach entartet. Daher haben
WIir

R2J(J + 1)) (881)

rot = 2J+1 5
Zrot ;( J + )exp( S ThT

Wiederum liegen (aufler bei extrem leichten Molekiilen wie Hs) die Energieni-
veaus so dicht, dal man die Summation durch eine Integration ersetzen kann,
die analytisch ausfiihrbar ist. Man erhélt:

SWQIkBT

Z'I"Ot — = 39
oh?

(882)

(mit o =2 fiir homonukleare Molekiile bzw. o =1 fiir heteronukleare).

Bei polyatomaren Molekiilen hat man drei Haupttragheitsmomente I, I, und
I3 (durch Diagonalisierung einer 3x3-Matrix). Die Rotationsniveaus lassen sich
nicht mehr in einfacher Form hinschreiben. Eine klassische Néherung liefert
jedoch mit ausreichender Genauigkeit:

7w (87’kgT 3/2
zmt:\é_( h2B > VI LI (883)

Dabei ist o die Ordnung der Rotations-Untergruppe der molekularen Punkt-
gruppe, also z.B. 2 fiir HyO, 3 fiir NH3 und 12 fiir Benzol.

Zustandssumme der Schwingung:

Die Normalkoordinatenanalyse (lokale quadratische Approximation des Poten-
tials und Diagonalisierung der massengewichteten Hesseschen Matrix der 2.
Ableitungen) liefert separierte, harmonische Schwingungen polyatomarer Mo-
lekiile, die bei kleinen Anregungen und Abwesenheit niedriger Energiebarrie-
ren gute Ndherungen an die eigentlichen (anharmonischen, gekoppelten) Mole-
kiilschwingungen sein konnen. Jeder dieser harmonischen Oszillatoren hat die

Energieniveaus
1

en = hv <n + §> (884)

Bei T'= 300 K ist RT = 0.6 kcal/mol; damit sind typische Energiedifferenzen
zwischen Schwingungsniveaus nicht klein gegeniiber kg1 =- FErsetzung der
Summation durch Integration ist nicht gerechtfertigt. Aufgrund der immer
gleichen Abstédnde der angeregten harmonischen Schwingungsniveaus kann die
Summe in Gl. 873 trotzdem analytisch ausgefithrt werden, da sie hier einer
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geometrischen Reihe entspricht:

I Ze_(m-%)hy/kBT (885)
n=0
_ o hwf2ksT Z o—hv/kpT (886)
n=0
_ ohw/2ksT (1 4 e~hw/ksT  o=2hw[kpT o =3hv/kgT | ) (887)
e—hl//Zk‘BT
_ (888)

1 _ eth/kBT

Die Gesamt-Schwingungsenergie des Molekiils ist die Summe der Energien
dieser einzelnen harmonischen Normalschwingungsoszillatoren. Daher ist die
molekulare Zustandssumme das Produkt der einzelnen Zustandssummen:

3N—(5)6(7) e—hyi/QkBT

wiio = || Tt (889)
1=1

Zustandssumme der elektronischen Anregung:

Bereits die Energiedifferenz zwischen elektronischem Grundzustand und erstem
elektronisch angeregtem Zustand ist meist viel grofler als kgT', weshalb nur der
erste Term in Gl. 873 einen Beitrag liefert. Ggf. ist noch eine Entartung iiber
den Gesamt-Spinzustand der Elektronen (Singulett, Dublett, usw.) oder iiber
die rdumliche Symmetrie der elektronischen Wellenfunktion zu beriicksichtigen.
In den meisten Féllen haben stabile Molekiile im Grundzustand jedoch keine
derartigen Entartungen; dann ist g = 1. Setzt man auflerdem den Nullpunkt
der Energieskala auf die elektronische Energie des Grundzustands, ist auch
insgesamt z,; = 1 und liefert daher keinen Beitrag.

Enthalpie- und Entropiebeitrige:

Bei bekannten Zustandssummen lassen sich alle thermodynamischen Grofien
berechnen, z.B. nach GIn. 874 und 875 die Beitrdge der verschiedenen Anre-
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gungsarten zur Enthalpie und Entropie, hier fiir 1 Mol:
5

Htrans — ERT (890)

5 vV (2nMkgT\*?
Strans = =R+ R1 891
s = SR+ Rl | - ( ! ) (s91)

3

H, = §RT (892)

1 V7 (87T
Srot = §R {3 + In o ( h2 ) \ 11]213 (893)

3N—(5)6(7)
hVZ' hl/i 1
H,, = 94
-0, .
— 4 hl/i kgT
Sviy = R Zl (kBT T ohoifhaT In(1 — ei/ks )) (895)
Hgleactant =0 (896)
HTS — AE? (897)
Sreactant — TS — Rlng (898)
Fiir lineare Molekiile sind die Rotationsbeitrige etwas unterschiedlich:
Hlincar — RT (899)
, 8n2lkpT

linear __ B

St =R [1 + W] (900)
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C-1 = O

CHaOH + F
0 -

———T—
\

Table 12.1 Diels—Alder reaction of butadiene and ethylene to form cyclohexene

CHsF + OHW @ ——=

0™

L~

AH? AS7 ~TAS™ AH, ASy —TASq
electronic 17.9 0 0 - 525 0 0
vibrational 34 5.3 - 1.6 7.6 L5 —05
rotational —-09 — 114 34 - 0.9 —13.3 4.0
translational —-1.5 - 347 10.4 —1.5 — 347 10.4
total 189 —40.8 12.2 —473 —46.5 13.9
Exp. ~33 —41 12.3 —-397 —44.8 134
Table 12.2 Sy2 reaction of OH~ with CH3F to form CH;OH and F~

AHT AS* ~TAS™  AH, ASy —TASg
electronic 5.1 0 0 —~ 250 0 0
vibrational 2.1 6.8 -2.1 2.3 1.3 —-04
rotational - 0.6 -~ 0.4 0.1 —-0.6 —4.3 1.3
translational —1.5 —-27.1 8.1 0 0 0
total 5.1 —20.7 6.1 -23.1 —3.0 0.9
Table 12.3 Claisen rearangement of allyl vinyl ether to form 5-hexenal

AH® AS* ~TAS? AHy ASy —TAS,

electronic 234 0 0 —235 0 0
vibrational —1.3 - 8.6 2.6 0.3 —-0.2 0.1
rotational 0 -0.3 0.1 0 0.4 -0.1
translational 0 0 0 0 0 0
total 22.1 - 8.9 2.7 —232 0.2 0.0
Exp. 29.8 7.1 23
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Appendix: Theorie des Ubergangszustands (TST)

Wir betrachten abstrakt eine bimolekulare Reaktion A + B — M7 — C + D. Im

Gleichgewicht zwischen Hin- und Riickreaktion wird der Ubergangszustand M7

ebenso oft von links nach rechts wie von rechts nach links durchquert. Also ist

die Reaktionsgeschwindigkeit der Hinreaktion gleich der halben Konzentration
[M7] dividiert durch die Zeit t, die im Ubergangszustand verbracht wird:

1 [M7]

S e | 901

r=5— (901)

Die Konzentration [M7] li8t sich durch die Gleichgewichtskonstante K des

Gleichgewichts zwischen Edukten A,B und Ubergangszustand M7 (TS) aus-

driicken:
K

T2
Andererseits gilt aber nach der iiblichen Kinetik fiir die Reaktion A + B —
M7 der Ausdruck

r

[A][B] (902)

r = k[A][D] (903)

Also ist die Reaktionsgeschwindigkeitskonstante k im Vergleich der Gln. 902

und 903 gegeben durch:
K

T2
Sowohl K als auch t werden jetzt durch Ausdriicke der statistischen Thermody-
namik bestimmt. Nach der Boltzmann-Statistik ist die mittlere Geschwindigkeit

v der Molekiile eines Gases gegeben durch (m7: effektive Masse der Bewegung
durch den TS):

k (904)

[ exp(=m7v?/2kpT)v dv

7=L (905)
[ exp(—m7v?/2kgT) dv
0

Die Integrale lassen sich analytisch auswerten, mit dem Resultat:
2kgT
m#

Mit © = 9/t (wobei §: rdumliche Ausdehnung des TS) ist daher die Zeit ¢, die
im TS verbracht wird:

V=

(906)

t =

9 Tm#
— =9 907
v 2kpT (907)
Ganz allgemein &t sich die Gleichgewichtskonstante K einer Reaktion A + B —

C 4 D mit Hilfe der zugehorigen Zustandssummen z und der Reaktionsenthalpie
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AH, ausdriicken:

K = ZCED o~Ady/RT (908)

ZAZB

Im vorliegenden Fall ist die Reaktionsenthalpie gleich der Aktivierungsenergie
Egé und das Reaktionsprodukt ist M7. Dabei ist jedoch zu beachten, daf
im Gegensatz zu einem Molekiil im Gleichgewichtszustand (Minimum auf der
PES) die Spezies M7 (Sattelpunkt 1. Ordnung) einen Schwingungsfreiheits-
grad weniger hat, da dieser zur Translation durch den TS hindurch entartet
ist. Also ist die Zustandssumme z,; des TS zu schreiben als Produkt aus
einer Zustandssumme zj, mit einem Schwingungsfreiheitsgrad zuwenig und der
Zustandssumme 24,4, fiir einen Translationsfreiheitsgrad. Letztere ist

Zirams = %\/%kaT (909)

Die Strecke x, liangs derer die Bewegung erfolgen kann, ist hier §. Zusammen
mit Gl. 908 und den obigen Uberlegungen haben wir also:

236 /h)2mmkpT o Ef[RT

ZAZB

K = (910)
In Zusammenfassung der GIn. 904, 907 und 910 ergibt sich also fiir die
Reaktionsgeschwindigkeitskonstante k:

ET =3 ‘ kT

h zazp c h (911)
mit einer Pseudo-Gleichgewichtskonstante K7 fiir den Reaktionsschritt A + B —
M7. Damit kann man auch eine Freie Aktivierungsenthalpie AG’” = —RT In K7
und eine Aktivierungsenthalpie und -entropie AGY” = AH% —TAS% definieren
und daher schreiben:

ko= %TeAG“#/RT (912)
_ kTTeASoi/Re—AH(#/RT (913)

Genauigkeitsanforderungen:

Elektronische Energiedifferenz Reaktanden—TS bzw. Reaktanden—Produkte ist
typischerweise wichtiger als die anderen Beitrdge (s.o. Beispiele); deren ge-

naue Berechnung ist gleichzeitig am schwierigsten. Typische Fehlerbereiche in
AE#/AEO

10 kcal/mol: Berechnung von vib-, rot-, trans-Beitrdgen ist sinnlos;

1 kcal/mol: vib-, rot-, trans-Beitrdge wichtig, aber z.B. Korrekturen fiir An-
harmonizitdten unwichtig;
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0.1 kcal/mol: explizite Berechnung von Zustandssummen fiir anharmonische
Schwingungen und interne Rotationen evtl. wichtig, aber auch: VTST,
srecrossing und Tunneln (Quantenmechanik)

= Anharmonizitatskorrekturen in Praxis selten.

Andererseits: Ein Fehler von 0.1 kcal/mol in AE7 /A E; ist nur moglich fiir kleine
Molekiile. Dies entspricht etwa einem Fehler von 0.2 kcal/mol in AG7/AG),
was bei T = 300 K einem Fehler von 40% (! exponentieller Zusammenhang!)
in Gleichgewichtskonstanten K bzw. Geschwindigkeitskonstanten & entspricht.

Fiir Molekiile realistischer Grofle sind Fehler von 1 kcal/mol realistischer. Dies
entspricht Fehlern in K bzw. k von einem Faktor 10. Das ist i.A. nur in
Abwesenheit sonstiger Zuginge zu diesen Groflen brauchbar.

Dies gilt jedoch nur fiir Absolutwerte. Relativberechnungen von k-Werten fiir
verwandte Reaktionen sind weniger kritisch = Vorhersage von Produktvertei-
lungen bei Konkurrenzreaktionen realistisch.
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Appendix: Millersche Ausdriicke fiir k(T)

Bei einer mit Geschwindigkeit v strémenden Fliissigkeit der Dichte p schiebt sich
in der Zeit dt ein Fliissigkeitsvolumen Svdt durch eine Fléache S, die senkrecht
zur Stromungsrichtung steht. Der Flufs ® ist die durchtretende Fliissigkeitsmenge
pro Zeiteinheit, also

o = = pvS (914)

Der Flufl durch eine beliebig gekriimmte Flache S ist dann:

@:/pﬁ-d§:/f-d§ (915)

Dabei ist j die Stromdichte.

Eine Reaktionsgeschwindigkeitskonstante ist klassisch-mechanisch exakt gegeben
als Flufi durch eine Fldche, die die Edukte von den Produkten trennt (Miller):

1 CBH(GF) /= = o oy o g
EMP (T = Z0T) Y //e PGP B (G, 57) P, B7) A dp; (916)

Dieser Flufl ist Boltzmann-gewichtet iiber die Anfangsbedingungen der Orte
¢; und Impulse p; der MD-Trajektorien. H(q;,p;) ist wieder die klassische
Hamiltonfunktion.

Die Trennfliche zwischen Edukten und Produkten ist formal gegeben durch

s(q) =0 (917)
Die Funktion s wird typischerweise negativ gewéhlt, wenn der Punkt ¢ auf
der Eduktseite liegt, und positiv auf der Produktseite.
Mit Hilfe der Heaviside-Stufenfunktion h(x), die definiert ist als

1 wenn >0
hz) = { 0 wenn z <0 (918)

ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Punkt ¢ auf der Produktseite der Trennflache
liegt, angeben als: h(s(q)). Im Folgenden ergibt dies sozusagen die ,Mikro-
Reaktionswahrscheinlichkeit®, die angibt, ob eine Trajektorie reaktiv ist oder
nicht.

F(q,p;) ist ein FluBifaktor, der die Rate angibt, mit der Trajektorien die
Trennflache kreuzen. Als Faktor unter dem Integral in Gl. 916 ist er also
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gegeben durch:

F(G7) = 5 hs(@) (919)
— Se@) 5 (920)
_ 5(3(@)2_;% (921)

(Beachte: Dabei projiziert die Delta-,Funktion unter dem Integral in Gl.
916 aus dem Integral iiber den vollen g-Raum die Edukt-Produkt-Trennfliche
heraus. Der Rest des Flufifaktors in GIl. 921 entspricht dem Fluflausdruck in
Gln. 914,915.)

An dieser Stelle 148t sich eine Verbindung zur quantenmechanischen Behandlung
(s.u.) anbringen:

Der Faktor P, in Gl. 916 enthalt die eigentliche dynamische Information:
P.(G,p;) = 1, wenn sich die bei ¢,p; gestartete Trajektorie bei t — oo auf
der Produktseite befindet, und P,(g;,p;) = 0 sonst. Das kann man algebraisch
ausdriicken als:

PG, pi) = lim h[s(q(t))] (922)

t—o00
(wobei q(t) = q(t; G, pi))-
Alternativ kann man auch schreiben:

R - [ his(atn)] dr (923)
r . ds -,

- / STs(d(0) e 10 (924)

- / (L), 71t) dt (925)

Setzt man den letzten Ausdruck in Gl. 916 ein und vertauscht die Reihenfolge
der Integrationen, ergibt sich:

KM (T — ﬁ / C(t) dt (926)

Crt) = o [[ e MNP G5 F@e). p) dads (920)

Die Reaktionsgeschwindigkeitskonstante erweist sich also als Zeitintegral einer
(Boltzmann-gemittelten) Flu-FluB-Autokorrelationsfunktion.
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Appendix: Verbindung zuriick zu TST:

Wenn wir von den Koordinaten ¢, (kartesische oder verallgemeinerte Koordi-
naten und zugehorige Impulse) iibergehen zu einer Reaktionskoordinate s und
den N — 1 iibrigen Koordinaten:

¢, 0 = S, Ds; Us Pu (928)

und die Reaktionskoordinate so definieren, dafl die Edukt-Produkt-Trennfliche
bei s =0 liegt, wird der Flufifaktor zu:

F(§,p) = 6(s) = (929)

mg
Mit folgenden (kritischen!) Annahmen/Naherungen

e In der Hamiltonfunktion ist der Term der kinetischen Energie entlang der
Reaktionskoordinate s separierbar vom Rest:

H(s,ps, @, F,) = 2]:; L T(f) + Vs, @) (930)

e Alle Trajektorien, die die Edukt-Produkt-Trennfliche kreuzen, sind reaktiv:
Py(s,ps, U, Pu) = 0(ps) (931)

ergibt sich aus Gl. 916 der iibliche TST-Ausdruck:

KTST(T) / / / ~BH(spsp) 5 () 0(p,) ds dps dii dp,, (932)

1 Ps *5]95/2% dp 1 // T(p.)+V(0,@)) da dp,
h my

7

k:BT/h Fte—BV (0,i0)
(933)
Dabei definieren wir das klassische Pendant zur Zustandssumme am Uber-
gangszustand (s = 0,4 = 1) als
1 U uo
= T / / WV V060D 4 dj, (934)

Damit haben wir die iibliche TST-Formel:

kT Z* =
kTST T — = _—BV(0,dp)

(T)=——¢
(Beachte: Diese ,,dynamische* Herleitung kommt ohne die Annahme eines ther-

mischen Gleichgewichts zwischen Edukten und T'S-Komplex aus. Diese Annahme

(935)
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wurde frither héaufig als falsch kritisiert, gilt aber mittlerweile als unstrittig
richtig; siehe Anderson.)

(Im Bild der FluB-Flu-Autokorrelationsfunktion (Miller) kann man zeigen,
daB3 F(q(t),p(t)) = d(s(t)) s$(t) fiir alle ¢ > 0 Null ist, weil die Trajektorie per
Annahme nie zur Trennfliche zuriickkehrt, und dafl der verbleibende Restbeitrag

bei t = 0 zum Integral der Korrelationsfunktion gerade wiederum im obigen
TST-Ausdruck resultiert.)
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Appendix: Literatur zur klassischen k(7T)-Berechnung:

Anderson: J. B. Anderson, Adv. Chem. Phys. 91 (1995) 381.
Chandler: D. Chandler, J. Chem. Phys. 68 (1978) 2959.
Eyring: H. Eyring, J. Chem. Phys. 3 (1935) 107.

Hanggi: P. Hanggi, P. Talkner und M. Borkovec, Rev. Mod. Phys. 62 (1990)
251.

Jaffe/Anderson: R. L. Jaffe und J. B. Anderson, J. Chem. Phys. 54 (1971)
2224.

Karplus/Porter/Sharma: M. Karplus, R. N. Porter und R. D. Sharma, J.
Chem. Phys. 43 (1965) 3259.

Keckl: J. C. Keck, J. Chem. Phys. 32 (1960) 1035.
Keck2: J. C. Keck, Discuss. Faraday Soc. 33 (1962) 173.
Miller: W. H. Miller, J. Phys. Chem. A 102 (1998) 793.

Otter/Brielsl: W. K. den Otter und W. J. Briels, J. Am. Chem. Soc. 120
(1998) 13167.

Otter/Briels2: W. K. den Otter und W. J. Briels, J. Chem. Phys. 106 (1997)
0494.

Truhlar/Muckerman: D. G. Truhlar und J. T. Muckerman, in: ,,Atom-molecule
collision theory“, R. B. Bernstein (Ed.), Plenum, New York, 1979.
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Appendix: Traditionelle QM-Berechnung von k(7))

In einer Reaktion A + B — C + D sei v die Relativgeschwindigkeit der sich
aufeinander zubewegenden Reaktanden A und B. = Der Gesamtfluf}, mit dem
sich die A-Molekiile auf die B-Molekiile zubewegen, ist dann v[A] (Konzentration
sei Anzahl pro Volumen). Wenn o der integrale Reaktionsquerschnitt fiir die
Reaktion ist (beim vorliegenden v), dann ist pro B-Molekiil die Anzahl reaktiver
StoBe pro Zeiteinheit ov[A], oder die Gesamtanzahl reaktiver Stofle pro Zeit-
und Volumeneinheit ov[A][B]; das ist gerade die Reaktionsgeschwindigkeit. Diese
ist andererseits k[A][B], also gilt bei einer gegebenen Relativgeschwindigkeit v:

k=ov (936)

Tatséchlich ist diese Relativgeschwindigkeit gegeben durch eine (Boltzmann-)-
Geschwindigkeitsverteilung Pg(v), also miissen wir k = ov dariiber mitteln:

K(T) = / Py(v)vo(v) dv (937)

Auflerdem haben die beteiligten Molekiile nicht nur eine Relativgeschwindigkeit,
sondern auch innere Zustédnde (numeriert mit ¢ fiir die Reaktanden und f fiir
die Produkte), und der der Reaktionsquerschnitt ¢ hingt von diesen Zustédnden
ab. Also mufl die Boltzmannverteilung der Reaktandenzusténde diese inneren
Zustande beriicksichtigen, und wir miissen iiber die inneren Zustédnde der
Produkte summieren und erhalten so:

K(T)=> ps(i) / Pg(vi)vi Y oip(v;) dvy (938)
i 0 f

Dabei ist die Boltzmann-Verteilung pp(i) iiber innere Zustinde i (mit der
Zustandssumme Z;,; des Reaktanden) wie iiblich gegeben durch

1
pp(i) = Ze_ei/kBT (939)

die Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung durch

3/2 2
H 2 —HY;
Py(v;) = 4 . 4
p(v;) = 4m (27rk:BT> v exp <2kBT> (940)
und der Reaktionsquerschnitt (mit k; = pv;/h) durch
7T
Oif = 15 > (27 +1)[8] (941)
iy
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Nach Anderung der Integrationsvariablen von der zustandsspezifischen Relativ-
geschwindigkeit v; auf die dazu korrespondierende Energie E; lautet damit GI.
938:

27rh
k(T) = e~ €i/ksT / —EksTN (97 ST dE; (942
(T) Zint (27 pkgT) 3/22 Z +1 Z‘ f‘ )
0

Das ist die Reaktionsgeschwindigkeit k(7)) als Funktion der S-Matrix-Elemente,
in maximal detaillierter Schreibweise und ohne N&aherungen.

Der Ausdruck GIl. 942 14t sich etwas vereinfachen, wenn wir (1.) erkennen,
dafl im Vorfaktor eine Zustandssumme der Translation steht

2k T\
Ztrans — (77/;1—23) (943)

(2.) von E; als Integrationsvariable zur Gesamtenergie E = E; + ¢; iibergehen
und (3.) die kumulative Reaktionswahrscheinlichkeit P, einfithren:

Dann erhalten wir die viel einfacher erscheinende Gleichung:

o

T) — /ksTp  (E)—— dE 4
k( ) h ZintZtransfe ( >kBTd (9 5>
0
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Appendix: Zusammenhang mit klassischer TST

Gl. 945 ist bereits sehr &hnlich zur Standardformel der TST. Mit einigen
Néherungen kénnen wir diese Verbindung explizit herstellen:

1. Annahme: Die Gesamt-Reaktionswahrscheinlichkeit - |Sjs|* eines gegebenen

Anfangszustands ¢ sei Null fiir £ < Efé und 1 fiir £ > Ef . Die kritische Energie
kann dabeil noch eine Funktion des inneren Zustands : der Edukte sein. Das
konnen wir ausdriicken durch:

PL,=> (2J+1)) h(E - E]) (946)

mit der Heaviside-Stepfunktion h(z) (Null fiir x < 0 und Eins fiir z > 0).

2. Annahme: Dabei sei die kritische Energie Ef die Energie des Ubergangs-
zustands = Sattelpunkt auf der Potentialenergiefliche.

Gl. 946 ist ein Ausdruck fiir die Anzahl der Zustinde, die am Ubergangszustand
energetisch zugénglich sind.

3. Annahme: Die Energiezustinde bilden ein Kontinuum. Dann kann die P7, (E)

mit Hilfe der entsprechenden Zustandsdichte p ausgedriickt werden:

P (E) = / oH(€) de (947)

Einsetzen in den Integralterm von GIl. 495 und Vertauschung der Integrations-
reihenfolge liefert:

00 E E 00
dE
—E/kgT 7é _ 7& —E/ksT d 4
/ /” e ) /” / ol
0 0 €
E
— / p7 (€) e /"8 e (949)
0

= (950)

Damit erweist sich dieser Term als die iibliche Zustandssumme des Ubergangszu-
stands der TST (mit einem zur Translation entarteten Vibrationsfreiheitsgrad),

und zusammen mit dem Rest von GIl. 495 erhalten wir tatsachlich eine Version
der iiblichen TST-Formel:

kgT 77

k(T) =
( ) h ZintZtrans

(951)
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Appendix: Direkte QM-Berechnung von k(7T)

Zur Vereinfachung der Notation betrachten wir GIl. 495 im 1D-Fall:

if

Ein Beitrag |S;s|? ist der auslaufende FluB in Kanal f dividiert durch den
einlaufenden Flufl v;. Dieser auslaufende Flufl ergibt sich durch Projektion der
Wellenfunktion 1; (die vollstandige Streu-Wellenfunktion, die asymptotisch mit
dem Zustand i korreliert) auf den inneren Zustand f, also (f|:)ine = iy
gefolgt von Anwendung der Fluiformel I = Re[¥*0W]. Damit erhalten wir:

[Sig]* = vi "Relw];0viy] (953)
Einsetzen in Gl. 952 und Ausnutzen der Vollstandigkeitsrelation liefert:

D 1Sirl* = v Re(wi > [FIF1010)ine = v; " Re (o) im (954)
f f

Die bisherigen Integrationen iiber interne Koordinaten erfassen nicht die Transla-
tionskoordinate s, die zum Geschwindigkeitsoperator ¢ gehort. Es ist praktischer,
iiber alle Koordinaten zu integrieren. Das kann man formal dadurch erreichen,
dafl man den Integranden um eine Deltafunktion d(s) ergéanzt; dadurch entsteht
ein Fluloperator F:

0(s)p

m

(ilo) i) = (bl Fl)  mit  F=68(s)0 = (955)

Fiir ein gegebenes J und mit der Abkiirzung Z = Z;,; Zirans wird aus GI. 495

damit:
[ee]

k(T) = (hZ)~! / e~ BT Sy Rey| F|yy) dE (956)

2 i
Aus formalen Griinden (s.u.) wechseln wir nun von der Integrationsvariable E
zu p;, mit E = p?/2m +¢; und p; = mv;. AuBerdem ziehen wir den Faktor

exp(—E/kpT) in das FluBoperator-Matrixelement und ersetzen darin E durch
H:

K(T) = (hZ)™! / S Re(wile T Flys) d, (957)

Der Vorfaktor h~! = h='/2h~Y/2 kann verwendet werden, um eine Moglichkeit
der Normierung der Kontinuumswellenfunktionen 1; und v} zu realisieren:

h=' (i) = 6(pi — pir) (958)
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Fiir einen beliebigen Operator §2 und diskrete Zustédnde |n) ist die Spur (trace)
definiert durch:

trQ=>» (n|Qn) (959)

Bei Kontinuumszustédnden wird die Summe zum Integral, z.B. bei Eigenzustéin-
den des freien Teilchens:

trQ = / / hte Q) ™ dk dx (960)

Die Integration in Gl. 957 hat damit fast die Form einer Spur, bis auf das untere
Integrationslimit. Das kann formal durch Einfiihrung eines Projektionsoperators
P repariert werden, der nur positive Impulskomponenten herausprojiziert:

- _ ,wpi fiir Pi Z 0
e _{ 0 fiir p; < 0 (961)
Damit wird aus GIl. 957 schlieBlich:
KT) = 271 / Zaewi\e*ﬁ/kﬂﬁﬁwdpi (962)
— Z 'Re [tr(e—ﬁ/’“BTFP)] (963)
— Z 'Re {tr(e_ﬁ/%BTFe_ﬁ/%BTp)} (964)

Gl. 963 ist eine zentrale Gleichung, die schon lingere Zeit bekannt ist.*® Sie
driickt die Geschwindigkeitskonstante als Boltzmann-Mittelung iiber das Opera-
torprodukt EFP aus (beachte die perfekte Analogie dieser Gleichung zur exakten
klassisch-mechanischen k(7T)-Berechnung GIl. 916!). Praktische Bedeutung er-
langte diese Gleichung aber erst durch weitere technische Entwicklungen in den
90er Jahren.

Geschwindigkeitskonstante und FluB-FluB-Autokorrelation

Mit der Heaviside-Stufenfunktion h(x) und der Vollstandigkeitsrelation fiir die
Funktionen [¢,,) 148t sich der Projektionsoperator von Gl. 961 anders aus-
driicken:

P=hip)=Y" / B () ) (| s (965)

46 W. H. Miller, J. Chem. Phys. 61 (1974) 1823.
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Yy, ist eine Losung der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung und héngt daher
zusammen mit der zeitabhéngigen Losung v, (t) durch:

(1) = e F Ny, = ey, (966)
Das kann umgestellt werden zu:

wpi _ thm efiﬁt/heiEt/ﬁwpi (967)
——00
Dabei haben wir die Freiheit der Wahl des Zeitnullpunkts genutzt, um diesen
Ausdruck im Limes ¢ = —oo auszuwerten. Dort sind die Funktionen v, = ¢,,,
wobei die ¢, den Impuls-Eigenfunktionen in der Edukt-Asymptote entsprechen.
Einsetzen in Gl. 965 liefert (unter Umbenennung ¢t — —t):

P = Z / tgznoo eth/he—iEt/hh(pz_)Wp)<¢pi oiBt/h —iHt/h dp; (968)

Da ¢,, eine Impulsoperator-Eigenfunktion ist, kann man schreiben h(p;)¢,, =
h(p)¢p,. Unter Ausnutzung der Vollstandigkeitsrelation fiir die ¢,, ergibt sich
dann:

P = Tim e'/p(p) e 0 (969)
——00
(beachte die perfekte Analogie zu GIl. 922 im Heisenberg-Bild!). Einsetzen in
Gl. 964 liefert:
K(T) = 27" lim Re [tr(e—ﬁ/kBTFe—ﬁ/kBTeim/ﬁh(p) e—im/h)} (970)
——00

Eine Spur ist invariant gegeniiber zyklischen Vertauschungen ihrer Argumente,
und hier kommutieren die Operatoren exp(iHt/h) und exp(—H /kgT); also
kann man schreiben:

k(T)=2z" tgmoo Re [tr(}%eth/hGA'e_th/h)} mit G = e HIkeTp (p) e~ H/ksT
(971)
Fir jede komplexe Groe z gilt 2Re(z) = 2z + 2*. Also koénnen wir auch hier
die Realteil-Operation eliminieren, wenn wir zum Argument dieser Operation
dessen konjugiert Komplexes hinzuaddieren. Dieses konjugiert Komplexe ist
(unter Beachtung der Eigenschaften der Spur, und der Hermitizitat von G)

tr(ﬁveiﬁt/hée—iﬁt/h>* _ tr(eiﬁt/hée—iﬁt/hﬁwT) _ tr(ﬁﬁez’flt/hée—iflt/h) (972>
Also erhalten wir:

K(T) = 27" lim tr(Feft/hGe iHt/h (973)

t——00
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Dabei haben wir einen symmetrisierten Fluoperator eingefiihrt, der hermitesch
ist und daher zum physikalisch melbaren Flufl korrespondiert:

Fol [5(5)2 + 35(3)] (974)

2 m m

~

(s ist die Koordinate senkrecht zu einer ,dividing surface* zwischen Reaktanden
und Produkten, die bei s = 0 lokalisiert ist; p ist der dazu konjugierte Impuls.
Beachte: In der vorliegenden exakten Formulierung ist der Flufl wnabhdngig
von Lage und Form der ,dividing surface“, solange diese nur Reaktanden und
Produkte trennt; in der approximativen TST ist das nicht der Fall.) Definiert
man noch eine komplexe Zeit t. =t —ih/(2kpT), kann man ohne Einfiihrung
des Operators G abgekiirzt schreiben:

k(T) = 27! lim tr(Fefte/fp(p) e tHte/h) (975)

t——o00

Mit einer lingeren Argumentation kann man zeigen, dafl man hier ersetzen
kann A(p) = h(s) = h(s), also erhalten wir schlieflich:

K(T)=Z' lim tr(Fefte/hp(s) e iflte/n) (976)

t——o0

Da die Spur hier fiir ¢ = 0 verschwindet, kénnen wir in Gl. 976 statt des
Zeit-Limes ein Zeit-Integral einfiithren:

oo

K(T)=2"" / Cy(t)dt mit Cy(t) = %tr(FeimZ/hh(s) e‘imcm) (977)
0

Im Heisenberg-Bild lautet die Zeitentwicklung eines Operators (2

d A
h—Q =[Q,H
th— Q= [Q, ] (978)

also konnen wir fiir die oben definierte Korrelationsfunktion auch schreiben:

C4(t) = %tr(ﬁeiﬁﬁ/ﬁ[ﬁ, h(s)] e Ht/h) (979)
Der dabei erscheinende Kommutator ist aber andererseits:
/\2 . N A —
2 D —ih [ D D hF
H.h = |—h = —< =0 o(s)— p = —
)= [ 2ne)] = Lo sl =25 om0

Dadurch wird aus der Korrelationsfunktion eine Flu3-Flu- Autokorrelationsfunktion:
Cy(t) = tr(Fefte/hpe-iHic/hy (981)

Nach Gl. 977 ist die exakte(!) Geschwindigkeitskonstante das Zeitintegral dieser
FluB-FluB- Autokorrelationsfunktion.
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Von diesem Ausdruck existieren zahlreiche Varianten. Insbesonderen kann man
iiber die Fouriertransformation der Delta-Funktion

A 1 T s
O(H - B) = o~ / e "H-B) gt (982)

und den Zusammenhang zwischen der kanonischen und mikrokanonischen Dar-
stellung

(0.¢]

1

- = P(E —E/kgT E

57— | PE)e d (983)
0

k(T)

einen zeitunabhangigen Ausdruck fiir die Energie-abhéngige, kumulative Reak-
tionsgeschwindigkeit aufstellen:

P(E) = 2r’tr(F0(H — E)FS(H — E)) (984)

Eigen-Reaktions-Wahrscheinlichkeiten

In Gln. 977 und 984 treten Fluloperatoren auf. In jeder finiten Basis hat ein
eindimensionaler Fluoperator (in der Koordinate s senkrecht zur ,dividing
surface“ zwischen Reaktanden und Produkten) nur zwei von Null verschiede-
ne Eigenwerte, die denselben Betrag aber unterschiedliches Vorzeichen haben:
+ ). Die zugehorigen Eigenfunktionen |[+) und |—) sind komplex konjugiert
zueinander. Die Funktionen {¢;} sollen eine vollsténdige Basis in den anderen
Koordinaten (nicht s) bilden, und zur Abkiirzung schreiben wir gbf fiir das
direkte Produkt zwischen ¢; und |+) bzw. |—). Dann kénnen wir die Spur in
Gl. 984 sehr einfach berechnen als

(2r)’
2

P(E) = S0 (01 10(E — B)PS(E — )lo!) — (6 |8(E ~ HYFS(E — H)o; )

(985)
Mit F* = —F und |-) = |[+)* ergibt sich:

(67185 —~ HVFS(E — H)|67) = {67 |5(E ~ HYFS(E — F)lo7)  (986)
— —(6![5(E— H)FS(E — H)|g;) (987)

und wir erhalten:

P(E) = (2n)'A (67 |3(E — H)FS(E — ID]67) (988)

Wenn wir wir A = VAV gleichmiBig auf bra und ket verteilen und fiir
0(FE — H) wieder den Fouriertransformations-Ausdruck verwenden, kénnen wir
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definieren:

Vi(E) = 2nVAS(E — H)|¢]) (989)
= V) / G EI by g (990)

Die kumulative Reaktionswahrscheinlichkeit P(FE) kann dann geschrieben werden
als Summe iiber “Eigenreaktionswahrscheinlichkeiten” P;(FE):

P(E) =) (0(BE)|F|i(E ZP (991)

1
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Appendix: Literatur zur direkten Quanten-k(T)-Berechnung:

Ubersichtsartikel:

e G. C. Schatz und M. A. Ratner: ,Quantum Mechanics in Chemistry*,
Prentice-Hall, 1993, bzw. Dover, 2002; Kapitel 8:
einzige(?) Behandlung des Themas in einem Lehrbuch

e W. H. Miller, J. Phys. Chem. A 102 (1998) 793:
kurze Ubersicht iiber Millers zentrale Beitréige zu Theorie und Anwendungen

e W. H. Miller, in: ,,Dynamics of Molecules and Chemical Reactions®, R.
E. Wyatt und J. Z. H. Zhang (Eds.), Marcel Dekker, New York, 1996:
etwas langere Version des obigen Artikels

ausgewadhlte Spezialliteratur:

e T. Seidemann und W. H. Miller, J. Chem. Phys. 97 (1992) 2499:
dieser Artikel und zwei darin zitierte Vorlaufer waren die ersten funktio-
nierenden Implementierungen der Millerschen Theorie

e U. Manthe und W. H. Miller, J. Chem. Phys. 99 (1993) 3411:
die kumulative Reaktionswahrscheinlichkeit als Eigenwertproblem

e D. H. Zhang und J. C. Light, J. Chem. Phys. 104 (1996) 6184:
Zhang/Light-Variante der Millerschen Theorie

e . Matzkies und U. Manthe, J. Chem. Phys. 106 (1997) 2646, 108 (1998)
4828:
diese Artikel und die darin zitierten Vorlaufer skizzieren die Manthesche
Variante der Millerschen Theorie und vergleichen mit der Zhang/Light-
Variante; 6D-Anwendungen auf Hy, + OH — H + H,O

e I'. Huarte-Larranaga und U. Manthe, J. Chem. Phys. 113 (2000) 5115:
erste 12D-Dynamik-Rechnung; zu CHy + H — CH3 + Hs
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